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1. To je¸rhma tou Marden

1aþ. Eisagwg -ProergasÐa

To je¸rhma touMarden dÐnei èna èntonhc gewmetrik c uf c apotèlesma pou
afor� th sqèsh twn riz¸n enìc poluwnÔmou me tic rÐzec thc parag¸gou tou.
H akrib c diatÔpwsh tou jewr matoc eÐnai h akìloujh:

Je¸rhma 1.1. 'Estw p(z) èna tritob�jmio polu¸numo me migadikoÔc sun-
telestèc, tou opoÐou oi rÐzec z1, z2, z3 den eÐnai suneujeiak� shmeÐa. SumbolÐ-
zoume me T to trÐgwno pou orÐzoun oi treic autèc rÐzec. Tìte up�rqei monadik 
èlleiyh h opoÐa eÐnai eggegrammènh sto T kai ef�ptetai sta mèsa twn pleur¸n
tou. Epiplèon oi estÐec aut c thc èlleiyhc eÐnai oi rÐzec tou p′(z).

Sto biblÐo tou o Marden anafèrei ìti di�forec morfèc tou parap�nw
jewr matoc emfanÐzontai se di�fora �rjra apì to 1864 mèqri to 1928, me
shmantikìterh enasqìlhsh aut  tou Maxime Bocher to 1892. To je¸rhma
autì  rje kai p�li sto fwc to 2008, ìpou o Dan Kalman sto �rjro tou,
afoÔ pr¸ta shmei¸sei ta ken� twn apodeÐxewn twn Marden, Bocher, dÐnei
mia polÔ stoiqei¸dh apìdeixh tou parap�nw jewr matoc (basizìmenoc bèbaia
sthn ergasÐa twn dÔo proanaferjèntwn). Sto parìn ja parousi�soume mia
parallag  thc apìdeixhc tou Kalman. 'Omwc prin thn apìdeixh tou jewr -
matoc, ja parousi�soume ìla ta basik� ergaleÐa-l mmata pou ja qreiastoÔme
gia thn apìdeixh.

ArqÐzoume me k�poiec genikèc parathr seic. Katarq�c, sthn ekfulismènh
perÐptwsh, h monadik  èlleiyh pou perigr�fetai parap�nw apì to je¸rhma,
gÐnetai kÔkloc. Tìte oi estÐec tautÐzontai kai to p′(z) èqei mia dipl  rÐza.
Aut  h eidik  perÐptwsh sumbaÐnei mìno an to trÐgwno eÐnai isìpleuro. Pr�g-
mati an upojèsoume ìti to p′(z) èqei mia dipl  rÐza, tìte oloklhr¸nontac th
sqèsh bg�zoume th morf  tou p(z) kai blèpoume eÔkola ìti oi rÐzec tou eÐnai
korufèc isopleÔrou trig¸nou to opoÐo èqei to kèntro tou sth dipl  rÐza tou
p′(z). Kat� deÔteron, h eggegrammènh èlleiyh pou anafèretai sto je¸rhma
axÐzei perissìterhc an�lushc. Sthn pragmatikìthta aut  h èlleiyh eÐnai h
mègisth èlleiyh me thn akìloujh ènnoia. Apì ìlec tic elleÐyeic tou perièqon-
tai sto trÐgwno, eÐnai aut  me to mègisto embadì. To parap�nw apotèlesma
ofeÐletai ston Jacob Steiner kai se �rjro tou parousi�zontai kai �llec en-
diafèrousec idiìthtec.

'Oso afor� ta proapaitoÔmena t¸ra, ja qrhsimopoioÔme:
1. Thn trigwnometrik  morf  twn migadik¸n arijm¸n. Dhlad , k�je mi-

gadikìc z gr�fetai sth morf 

z = reiϑ = r(cosϑ+ i sinϑ).

2. Touc tÔpouc tou V ieta gia deuterob�jmia polu¸numa me migadikoÔc
suntelestèc. Dhlad  an to q(z) = z2 + bz + c èqei rÐzec z1, z2, tìte b =
−(z1 + z2) kai c = z1z2.

3. To analloÐwto tou jewr matoc k�tw apì grammikoÔc metasqhmatismoÔc.
Pr�gmati, eÐnai qr simo na parathr soume ìti dÐqwc bl�bh thc genikìthtac
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mporoÔme na metafèroume, na strèyoume kai na megenjÔnoume-smikrÔnoume to
trÐgwnì mac ìso jèloume, dhlad  h idiìthta pou diatup¸netai sto je¸rhma
tou Marden eÐnai analloÐwth wc proc autoÔc touc metasqhmatismoÔc. Pr�g-
mati, èstwM ènac tètoioc metasqhmatismìc (metafor�, strof    omoiojesÐa)
kai mia tri�da {z1, z2, z3} gia thn opoÐa alhjeÔei to Je¸rhma tou Marden.
Ja deÐxoume ìti alhjeÔei kai gia thn {M(z1),M(z2),M(z3)}. DÐqwc bl�bh
thc genikìthtac upojètoume ìti anaferìmaste se polu¸numa me suntelest 
megistob�jmiou ìrou to 1, sugkekrimèna sta p(z) = (z − z1)(z − z2)(z − z3)
kai q(z) = (z −M(z1))(z −M(z2))(z −M(z3)). EÐnai emfanèc ìti h eikìna
tou trig¸nou mèsw tou M eÐnai èna ìmoio trÐgwno kai h eikìna thc eggegram-
mènhc èlleiyhc eÐnai mia �llh èlleiyh, eggegrammènh sto nèo trÐgwno. 'Etsi,
to mìno pou mènei na deiqjeÐ eÐnai ìti oi rÐzec tou p′(z) apeikonÐzontai mèsw
tou M stic rÐzec tou q′(z). Lìgw thc omoiìthtac twn trig¸nwn, ja isqÔei ìti
M(z)−M(zi) = a(z − zi), epomènwc ja èqoume ìti:

q(M(z)) = (M(z)−M(z1))(M(z)−M(z2))(M(z)−M(z3)) = a3p(z).

ParagwgÐzontac paÐrnoume

aq′(M(z)) = a3p′(z),

dhlad 
q′(M(z)) = a2p(z).

'Etsi oi rÐzec tou q′(z) eÐnai oi eikìnec mèsw tou M twn riz¸n tou p′(z).
4. To akìloujo l mma pou afor� mia kajar� gewmetrik  idiìthta thc

èlleiyhc.

L mma 1.2. (Genikeumènh anaklastik  idiìthta) 'Estw èlleiyh me estÐec
F1, F2 kai A èna shmeÐo ektìc thc èlleiyhc. Apì to A �gontai dÔo efaptìmenec
`,m proc thn èlleiyh, ef�ptontai aut c sta shmeÐa G1, G2 antÐstoiqa. Tìte

isqÔei F̂1AG1 = F̂2AG2.

Apìdeixh. JewroÔme H1, H2 ta summetrik� twn F1, F2 wc proc tic AG1, AG2

antÐstoiqa, K1 to shmeÐo tom c twn AG1, F1H1. Tìte, apì thn anaklastik 
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idiìthta thc èlleiyhc eÐnai K̂1G1H1 = K̂1G1F1 = F̂2G1A. Sunep¸c ta shmeÐ-
a H1, G1, F2 eÐnai suneujeiak�. 'Omoia ta shmeÐa F1, G2, H2 eÐnai kai aut�
suneujeiak�. Epiplèon ta trÐgwna H1AF1 kai F2AH2 eÐnai isoskel . EpÐshc
apì ton orismì thc èlleiyhc

H1F2 = H1G1+G1F2 = F1G1+G1F2 = F1G2+F2G2 = F1G2+G2H2 = F1H2

epomènwc ta trÐgwna AH1F2 kai AF1H2 eÐnai Ðsa, opìte ja isqÔei Ĥ1AF2 =

F̂1AH2. 'Ara pr�gmati isqÔei kai Ĝ1AF1 = Ĝ2AF2.

�

1bþ. Apìdeixh tou jewr matoc tou Marden

EÐmaste plèon se jèsh na apodeÐxoume to je¸rhma. Gia dieukìlunsh ja moir�-
soume thn apìdeixh se dÔo endi�mesa l mmata.

L mma 1.3. 'Estw polu¸numo p(z) trÐtou bajmoÔ me diakekrimènec rÐzec
z1, z2, z3, pou den eÐnai suneujeiak� shmeÐa kai èstw T to trÐgwno pou autèc
orÐzoun. Tìte h èlleiyh me estÐec tic rÐzec tou p′(z) pou dièrqetai apì to mèson
miac pleur�c tou T ef�ptetai se aut n.

Apìdeixh. Apì to 3 apì ta proapaitoÔmena, mporoÔme na upojèsoume ìti h mÐa
pleur� tou trig¸nou brÐsketai p�nw ston �xona twn x kai ìti èqei m koc Ðso
me 2 kai ìti h trÐth rÐza brÐsketai sto p�nw hmiepÐpedo. Epomènwc tìte èqoume
ìti z1 = −1, z2 = 1, z3 = w = a+ ib me b > 0. JewroÔme t¸ra thn èlleiyh
h opoÐa pern� apì to mhdèn kai ja deÐxoume ìti ef�ptetai ston �xona twn x.
Autì ja to k�noume qrhsimopoi¸ntac th genikeumènh anaklastik  idiìthta,
dhlad  ja deÐxoume ìti o �xonac twn x èqei Ðsec gwnÐec me ta eujÔgramma
tm mata pou en¸noun to (0, 0) me tic estÐec thc èlleiyhc. GnwrÐzontac ìla
aut�, èqoume ìti:

p(z) = (z − 1)(z + 1)(z − w) = z3 − wz2 − z + w.
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Me parag¸gish paÐrnoume

p′(z) = 3z2 − 2wz − 1 = 3(z2 − 2w

3
z − 1

3
).

JewroÔme ìti oi rÐzec tou p′(z) eÐnai oi z4 = r4e
iθ4 , z5 = r5e

iθ5 . Apì touc
tÔpouc tou V ieta èqoume ìti:

z4 + z5 =
2w

3
και z4z5 = −

1

3
.

H pr¸th sqèsh deÐqnei ìti toul�qiston mÐa apì tic z4, z5 brÐsketai sto �nw
hmiepÐpedo, kai apì th deÔterh bg�zoume ìti θ4 + θ5 = π. Autì shmaÐnei ìti
eÐte kai oi dÔo rÐzec eÐnai ston �xona twn y, eÐte ìti h mÐa rÐza sqhmatÐzei mia
oxeÐa gwnÐa me ton jetikì hmi�xona twn x kai h �llh sqhmatÐzei Ðsh gwnÐa me
ton arnhtikì hmi�xona twn x. Epomènwc apì th th genikeumènh anaklastik 
idiìthta èqoume to zhtoÔmeno. �

L mma 1.4. 'Estw polu¸numo p(z) trÐtou bajmoÔ me rÐzec z1, z2, z3, pou den
eÐnai suneujeiak� shmeÐa kai èstw T to trÐgwno pou autèc orÐzoun. Tìte h
èlleiyh me estÐec tic rÐzec tou p′(z) pou ef�ptetai sto mèson miac pleur�c tou
T ef�ptetai kai stic �llec duo pleurèc tou.

Apìdeixh. 'Opwc kai sto parap�nw l mma mporoÔme t¸ra na upojèsoume ìti
z1 = 0, z2 = 1, z3 = w = a+ ib gia k�poio b > 0 kai ìti h èlleiyh ef�ptetai
sto mèson thc pleur�c z1z2, dhlad  sto (12 , 0). Upojètontac to p(z) monikì
(dhlad  me suntelest  megistob�jmiou ìrou Ðso me 1) èqoume

p(z) = z(z − 1)(z − w) = z3 − (1 + w)z2 + wz.

Me parag¸gish paÐrnoume

p′(z) = 3z2 − 2(1 + w)z + w.

Apì touc tÔpouc tou V ieta èqoume ìti an oi rÐzec tou p′(z) eÐnai oi z4 =

r4e
iθ4 , z5 = r5e

iθ5 tìte z4+z5 =
2(w+1)

3 . Apì autì paÐrnoume ìti toul�qiston
mÐa ek twn z4, z5 brÐsketai sto �nw hmiepÐpedo. All� t¸ra plèon gnwrÐzoume
ìti autèc oi rÐzec eÐnai oi estÐec mia èlleiyhc pou ef�ptetai ston �xona twn x.
Epomènwc kai oi dÔo eÐnai sto �nw hmiepÐpedo, dhlad  mporoÔme na gr�youme
0 < θ4 < θ5 < π.
Epiplèon èqoume ìti z4z5 = w

3 . Autì deÐqnei ìti h θ4 + θ5 isoÔtai me th
gwnÐwn tou �xona twn x kai thn Ow. Sunep¸c h gwnÐa met� twn Oz5 kai Ow
isoÔtai me θ4 ìpwc faÐnetai kai sto parak�tw sq ma. Apì th th genikeumènh
anaklastik  idiìthta èqoume ìti h èlleiyh ef�ptetai kai thc Ow. Mènei na
deiqjeÐ ìti h èlleiyh ef�ptetai kai sthn eujeÐa pou orÐzoun oi 1 kai w. Autì
mporeÐ na deiqjeÐ akrib¸c ìpwc to parap�nw jewr¸ntac to trÐgwno me korufèc
z1 = −1, z2 = 0, z3 = w − 1 kai èpeita metafèrontac to kat� 1 par�llhla me
ton x−�xona.
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�

EÐmaste t¸ra se jèsh na oloklhr¸soume thn apìdeixh tou Jewr matoc
tou Marden. JewroÔme T to trÐgwno pou orÐzoun oi rÐzec z1, z2, z3 tou
poluwnÔmou. Up�rqei èlleiyh E me estÐec tic rÐzec tou p′(z) pou dièrqetai
apì to mèson miac pleur�c tou T . Tìte, apì ta parap�nw l mmata, h E e-
f�ptetai sto mèson autì kai sunep¸c ef�ptetai kai stic treic pleurèc tou T .
Mènei na deiqjeÐ mìno ìti ta shmeÐa sta opoÐa ef�ptetai h E stic �llec duo
pleurèc eÐnai ta mèsa touc.
Upojètontac ìti autì den isqÔei, jewroÔme mia deÔterh èlleiyh E′ pou e-
f�ptetai sto mèson miac �llhc pleur�c tou trig¸nou me estÐec tic rÐzec tou
p′(z). Tìte oi elleÐyeic E,E′ èqoun tic Ðdiec estÐec kai mia koin  efaptomè-
nh sunep¸c tautÐzontai. Efarmìzontac autì kai gia thn trÐth pleur� tou
trig¸nou blèpoume ìti h E ef�ptetai sta mèsa kai twn tri¸n pleur¸n tou T .
Autì oloklhr¸nei thn apìdeixh.

�

KleÐnontac, axÐzei na anaferjeÐ èna anoiktì prìblhma sqetikì me ta dÔo pro-
bl mata pou melet same parap�nw.

EikasÐa tou Sendov: 'Estw èna polu¸numo p(z) =
n∏
k=1

(z − zk), tou opoÐou

ìlec oi rÐzec zk brÐskontai ston kleistì monadiaÐo dÐsko D(0, 1) = {z ∈ C :
|z| ≤ 1}. Tìte gia k�je k = 1, 2, ..., n, o dÐskoc D(zk, 1) perièqei toul�qiston
mia rÐza tou p′(z).
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2. Akèraia kanonik� polÔgwna

2aþ. Eisagwg -ProergasÐa

Ja xekin soume arqik� me dÔo orismoÔc.

Orismìc 2.1. 'Ena shmeÐo (x, y) tou epipèdou ja onom�zetai akèraio an kai
oi dÔo suntetagmènec tou eÐnai akèraioi arijmoÐ.

Orismìc 2.2. 'Ena polÔgwno sto epÐpedo ja onom�zetai akèraio kanonikì
an èqei ìlec tic pleurèc tou Ðsec, ìlec tic gwnÐec tou Ðsec kai oi korufèc tou
brÐskontai se shmeÐa me akèraiec suntetagmènec.

Skopìc aut c thc enìthtac eÐnai na deÐxoume to akìloujo je¸rhma:

Je¸rhma 2.3. 'Ena n−gwno tou epipèdou eÐnai akèraio kanonikì an kai mìno
an n = 4.

To je¸rhma autì apodeÐqjhke apì ton Hadwiger to 1964 sto biblÐo tou
Combinatorial Geometry in the plane. Argìtera emfanÐsthke se di�fora
di�shma periodik� ìpwc to Crux kai to American Mathematical Monthly.
Gia thn apìdeixh pou ja parousi�soume ja qreiastoÔme ta legìmena polu¸nu-
ma Chebychev. H kataskeu  aut¸n twn poluwnÔmwn kai oi basikèc touc
idiìthtec sunoyÐzontai sthn akìloujh prìtash:

Prìtash 2.4. Gia k�je akèraio n ≥ 1, up�rqei èna polu¸numo Fn (x) pou
eÐnai tètoio ¸ste:

Fn (2 cos t) = 2 cosnt

Epiplèon, degFn = n, to Fn èqei suntelest  megistob�jmiou ìrou Ðso me
1 kai èqei akeraÐouc suntelestèc. To Fn onom�zetai to n−osto polu¸numo
Chebychev.

Apìdeixh. Ja qrhsimopoi soume epagwg  wc proc n.
Gia n = 1, eÐnai eÔkolo na doÔme ìti to F1 (x) = x plhroÐ tic proôpojèseic.
Gia n = 2, to F2 (x) = x2 − 2 eÐnai to zhtoÔmeno polu¸numo.
Gia n > 2 k�noume qr sh thc tautìthtac:

2 cos(n− 1)t cos t = cosnt+ cos(n− 2)t =⇒
2 cosnt = (2 cos(n− 1)t) (2 cos t)− 2 cos(n− 2)t

= 2 cos tFn−1(2 cos t)− Fn−2(2 cos t)
epomènwc paÐrnoume thn anadromik  sqèsh:

Fn(x) = xFn−1(x)− Fn−2(x) ∈ Z [x]

opìte Fn (2 cos t) = 2 cosnt.
Epiplèon afoÔ degFn−1 = n− 1,degFn−2 = n− 2, sumperaÐnoume ìti:

degFn = deg (xFn−1(x)− Fn−2(x)) = n.

Tèloc, o suntelest c tou megistob�jmiou tou Fn eÐnai Ðsoc me to sunte-
lest  tou megistob�jmiou tou Fn−1, o opoÐoc apì thn epagwgik  upìjesh
isoÔtai me 1, sunep¸c èqoume to zhtoÔmeno. �
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Ta parap�nw polu¸numa brÐskoun �mesh efarmog  sto akìloujo je¸rhma
pou ofeÐletai ston Niven.

Je¸rhma 2.5. An θ eÐnai mia gwnÐa sto di�sthma 0 ≤ θ ≤ π

2
ètsi ¸ste oi

arijmoÐ
θ

π
kai cos θ na eÐnai kai oi dÔo rhtoÐ, tìte θ = 0,

π

3
,
π

2
.

Apìdeixh. Upojètoume ìti o
θ

π
eÐnai rhtìc, dhlad  θ =

2πk

n
ìpou k, n ∈ Z

kai n ≥ 1.
Upojètoume epiplèon ìti cos θ ∈ Q kai jètontac c = 2 cos θ ∈ Q, paÐrnoume:

Fn(c) = Fn

(
2 cos

2πk

n

)
= 2 cos (2πk) = 2

Epomènwc o c eÐnai mia rht  rÐza tou Fn(x) − 2, to opoÐo èqei sunte-
lest  megistob�jmiou ìrou to 1 kai èqei akeraÐouc suntelestèc, epomènwc
o c prèpei na eÐnai akèraioc. 'Omwc isqÔei h sqèsh |c| = |2 cos θ| ≤ 2, �ra
c = −2,−1, 0, 1, 2.

Upojètontac ìti 0 ≤ θ ≤ π

2
, paÐrnoume ìti θ = 0,

π

3
,
π

2
, pou eÐnai to

zhtoÔmeno. �

2bþ. Apìdeixh tou Jewr matoc

EÐmaste plèon se jèsh na apodeÐxoume to je¸rhma 2.3.

Apìdeixh. 'Estw A1...An èna n−gwno tou epipèdou eÐnai akèraio kanonikì.
Tìte jètoume A1A2 = A2A3 = x kai A1A3 = y kai apì ton tÔpo apìstashc
shmeÐou apì shmeÐou me suntetagmènec, eÔkola paÐrnoume x2, y2 ∈ N, opìte
apì to nìmo sunhmitìnwn sto trÐgwno A1A2A3 paÐrnoume:

cos

(
2π

n

)
=
y2 − 2s2

2s2
∈ Q

Tìte apì je¸rhma tou Niven èqoume ìti an 0 ≤ 2π
n ≤

π
2 , dhlad  an n ≥ 4

tìte
2π

n
= 0,

π

3
,
π

2
, dhlad  n = 4   n = 6. Opìte oi mìnec peript¸seic

pou èqoume eÐnai n = 3, 4, 6. Gia n = 3 èqoume thn perÐptwsh tou isopleÔrou
trig¸nou (èstw ABC) pou den mporeÐ na èqei tic korufèc tou se shmeÐa me
akèraiec suntetagmènec, diìti gia to embadì tou isqÔei

E =
a2
√
3

4
=

1

2

∣∣∣det( ~AB, ~AC
)∣∣∣ ∈ Q,

to opoÐo eÐnai �topo.
Gia n = 6, ja bg�loume �topo me parìmoio trìpo. JewroÔme treic diadoqikèc
korufèc A,B,C tou exag¸nou. Tìte gia to embadì autì tou trig¸nou isqÔei:

(ABC) =
1

2
AB2 sin

2π

3
=

1

2

∣∣∣det( ~AB, ~AC
)∣∣∣ ∈ Q,

to opoÐo eÐnai �topo kai oloklhr¸netai h apìdeixh. �



9

3. To je¸rhma tou Minkowski

3aþ. Eisagwg -ProergasÐa

Ja xekin soume me dÔo basikoÔc orismoÔc.

Orismìc 3.1. 'Estw A èna mh kenì uposÔnolo tou R2. Lème ìti to A eÐnai
kurtì an gia k�je x, y ∈ A kai gia k�je t ∈ [0, 1] isqÔei ìti

(1− t)x+ ty ∈ A.

Orismìc 3.2. 'Estw A èna mh kenì uposÔnolo tou R2. Lème ìti to A eÐnai
summetrikì, an perièqei thn arq  twn axìnwn kai gia k�je x ∈ A èqoume ìti
kai −x ∈ A.

EÐmaste t¸ra se jèsh na diatup¸soume to je¸rhma pou ja mac aposqol sei
se aut  thn enìthta.

Je¸rhma 3.3. (Minkowski.)'Estw K kurtì, fragmèno kai summetrikì u-
posÔnolo tou R2. An to K èqei embadì megalÔtero tou 4, tìte perièqei
toul�qiston èna akèraio shmeÐo, diaforetikì apì thn arq  twn axìnwn.

To parap�nw je¸rhma apodeÐqjhke sth genik  tou morf  apì tonMinkowski
to 1889 kai brÐskei pollèc efarmogèc sto grammikì programmatismì kai th
jewrÐa arijm¸n. Gia thn apìdeixh tou parap�nw jewr matoc ja qrhsimopoi -
soume èna l mma to opoÐo ofeÐletai ston Blichfeldt.

L mma 3.4. 'EstwM èna fragmèno sÔnolo sto epÐpedo me embadì megalÔtero
tou 1. Tìte to M perièqei dÔo shmeÐa (x1, y1) kai (x2, y2), ¸ste oi arijmoÐ
x2 − x1 kai y2 − y1 na eÐnai akèraioi.

Apìdeixh. Gia k�je akèraio shmeÐo L, sumbolÐzoume me SL to monadiaÐo te-
tr�gwno me pleurèc par�llhlec proc tou �xonec tou opoÐou h k�tw arister�
koruf  eÐnai to shmeÐo L. Tìte to sÔnoloM diaqwrÐzetai apì ta SL se komm�-
tia thc morf cM∩SL. Metafèroume ìla ta tetr�gwna SL sto tetr�gwno SO,
ìpou O eÐnai h arq  twn axìnwn. Epomènwc ta komm�tiaM ∩SL metafèrontai
se uposÔnola TL tou SO. AfoÔ to sunolikì embadì ìlwn aut¸n eÐnai apì thn
upìjesh megalÔtero tou 1, toul�qiston dÔo komm�tia apì aut� prèpei na tè-
mnontai. Upojètoume loipìn ìti to (x, y) an kei kai sto TP kai sto TQ, ìpou
P 6= Q. Tìte an P = (a, b) kai Q = (c, d), to shmeÐo (x1, y1) = (x+ a, y + b)
an kei sto komm�ti M ∩ SP , en¸ to shmeÐo (x2, y2) = (x + c, y + d) an kei
sto komm�ti M ∩ SQ. Tìte ìmwc profan¸c to M perièqei ta (x1, y1) kai
(x2, y2) kai x1 − x2 = a − c ∈ Z kai y1 − y2 = b − d ∈ Z, opìte èqoume to
zhtoÔmeno. �
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3bþ. Apìdeixh tou jewr matoc tou Minkowski

EÐmaste plèon se jèsh na d¸soume apìdeixh sto je¸rhma tou Minkowski.

Apìdeixh. JewroÔme to sÔnolo

K ′ =

{
1

2
x|x ∈ K

}
.

Tìte apì touc lìgouc omoiìthtac èqoume ìti

εµβ(K ′) =
1

4
εµβ(K) > 1.

Epomènwc apì to l mma tou Blichfeldt èqoume ìti up�rqoun dÔo shmeÐa
(x1, y1) kai (x2, y2), ¸ste oi arijmoÐ x2−x1 kai y2−y1 na eÐnai akèraioi. Apì
thn kataskeu  tou K ′ èqoume ìti ta shmeÐa A = (2x1, 2y1) kai B = (2x2, 2y2)
eÐnai sto K, to opoÐo afoÔ eÐnai summetrikì perièqei kai to C = (−2x1,−2y1).
AfoÔ to K eÐnai kurtì ja perièqei kai to mèson P tou tm matoc CB. Oi sun-
tetagmènec ìmwc tou P eÐnai:(

−2x1 + 2x2
2

,
−2y1 + 2y2

2

)
= (x2 − x1, y2 − y1)

epomènwc to P eÐnai akèraio shmeÐo diaforetikì tou O opìte èqoume to zh-
toÔmeno. �


