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 Ορισμοί των εννοιών και θεωρήματα χωρίς απόδειξη  

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

1. Τι ονομάζουμε συνάρτηση; 

Έστω Α ένα υποσύνολο του R. Ονομάζουμε πραγματική συνάρτηση με πεδίο ορισμού το Α μια διαδι-

κασία f , με την οποία κάθε στοιχείο Ax  αντιστοιχίζεται σε ένα μόνο πραγματικό αριθμό y. Το y ονο-

μάζεται τιμή της  f  στο x και συμβολίζεται με ( )f x . 

2. Τι ονομάζουμε σύνολο τιμών μιας συνάρτησης; 

 Το σύνολο που έχει για στοιχεία του τις τιμές της f σε όλα τα x A , λέγεται σύνολο τιμών της f και 

συμβολίζεται με ( )f A . Είναι δηλαδή:  ( ) { | ( )= =f A y y f x  για κάποιο }x A . 

3. Τι ονομάζουμε γραφική παράσταση συνάρτησης; 

Έστω f  συνάρτηση με πεδίο ορισμού Α και Oxy ένα σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο. Το σύνολο 

των σημείων M(x,y) για τα οποία ισχύει y=f(x), δηλαδή το σύνολο των σημείων ( , ( ))M x f x , x A , λέγε-

ται γραφική παράσταση της f και συμβολίζεται  με Cf. 

Παρατηρήσεις: 1. Επειδή κάθε x A  αντιστοιχίζεται σε ένα μόνο ( )y f A , δεν υπάρχουν σημεία της 

γραφικής παράστασης της f με την ίδια τετμημένη. Αυτό σημαίνει ότι κάθε κατακόρυφη ευθεία έχει με τη 

γραφική παράσταση της f το πολύ ένα κοινό σημείο. 

Έτσι, ο κύκλος δεν αποτελεί γραφική παράσταση συνάρτησης 

2. Όταν δίνεται η γραφική παράσταση Cf μιας συνάρτησης f, τότε: 

α. Το πεδίο ορισμού της f είναι το σύνολο Α των τετμημένων των σημείων της Cf. 

β. Το σύνολο τιμών της  f  είναι το σύνολο f(A) των τεταγμένων των σημείων της Cf. 

γ. Η τιμή της f στο 
ox A  είναι η τεταγμένη του σημείου τομής της ευθείας 

ox x=  και της Cf. 

3. Όταν δίνεται η γραφική παράσταση Cf, μιας συνάρτησης f μπορούμε, επίσης, να σχεδιάσουμε και τις 

γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f−  και f . 3ο
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i. Η γραφική παράστασης της συνάρτησης f− είναι συμμετρική, ως προς 

τον άξονα x’x, της γραφικής παράστασης της f, γιατί αποτελείται από τα 

σημεία ( )( )' ,M x f x−   που είναι συμμετρικά των ( )( ),M x f x , ως προς τον 

άξονα x’x. (Σχ. 9). 

 

 

ii. Η γραφική παράσταση της f  αποτελείται από τα τμήματα της Cf 

που βρίσκονται πάνω από τον άξονα x’x ή πάνω σ' αυτόν και από τα 

συμμετρικά, ως προς τον άξονα x’x, των τμημάτων της Cf που βρίσκο-

νται κάτω από τον άξονα αυτόν. (Σχ. 10). 

 

4. Ποιες είναι οι γραφικές παραστάσεις των βασικών συναρτήσεων; 

      Η πολυωνυμική συνάρτηση = +f x αx β( )  

      .σ 

      Η πολυωνυμική συνάρτηση =f x αx
2( ) ,  α 0 . 

          

      Η πολυωνυμική συνάρτηση =f x αx
3( ) ,  α 0 . 

        

      

 

 

 O

 y

 x

 9

 Μ΄(x,−f (x))

 y=f (x)

 y=−f (x)

 Μ(x,f (x))

 

 O

 y

 x

10

 y=f (x) y=| f (x)|
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Η ρητή συνάρτηση =
α

f x
x

( ) ,  α 0 . 

        

 Οι συναρτήσεις xxf =)( ,  |x|xg =)( . 

         

 

Επειδή 
 − 

= 


x ,x 0
g(x)

,x 0x
, η γραφική παράσταση της =y | x |  αποτελείται από δύο κλάδους. Ο ένας εί-

ναι η γραφική παράσταση της =y x  και ο άλλος η συμμετρική της ως προς τον άξονα y y . 

Οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις : =f x x( ) ημ ,  =f x x( ) συν , =f x x( ) εφ  

 

        
Υπενθυμίζουμε ότι, οι συναρτήσεις ( ) ημf x x=  και ( ) συνxf x =  είναι περιοδικές με περίοδο 2T π= , ενώ η 

συνάρτηση ( ) εφf x x=  είναι περιοδική με περίοδο T π= . 
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        Η εκθετική συνάρτηση = x
f x α( ) ,    α0 1. 

        

Υπενθυμίζουμε ότι: 

     αν  α 1,           τότε:      
x x

α α x x1 2
1 2  

     ενώ 

     αν   α0 1,      τότε:      
x x

α α x x1 2
1 2 . 

Η λογαριθμική συνάρτηση = αf x x( ) log ,  α0 1 

        

Υπενθυμίζουμε ότι: 

1.   =  =y
α x y α xlog   2.   =x

αα xlog   και  =αx
α x

log
 3.   =ααlog 1     και   =αlog 1 0  

4.  = +α α αx x x x1 2 1 2log ( ) log log  5. 
 

= − 
 

α α α

x
x x

x

1
1 2

2

log log log   6.  =k
α αx κ x1 1log log  

7.   αν α 1,       τότε:    α αx x x x1 2 1 2log log       ενώ 

      αν  α0 1,  τότε :   α αx x x x1 2 1 2log log  

8.  =x x α
α e

ln ,   αφού   = α
α e

ln  

Οι παραπάνω τύποι ισχύουν με την προϋπόθεση ότι τα χρησιμοποιούμενα σύμβολα έχουν νόημα.  

5. Πότε δυο συναρτήσεις λέγονται ίσες; 

Δύο συναρτήσεις f και g λέγονται ίσες όταν έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού Α και για κάθε x A  ισχύει 

f(x)=g(x). 

Σημείωση: Έστω δύο συναρτήσεις f και g με πεδία ορισμού Α, Β αντιστοίχως και Γ ένα υποσύνολο 

των Α και Β. Αν για κάθε x  ισχύει ( ) ( )f x g x= , τότε λέμε ότι οι συναρτήσεις f και g είναι ίσες στο σύνολο 

Γ. 
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6. Πως ορίζονται οι πράξεις μεταξύ συναρτήσεων; 

 Ορίζουμε ως άθροισμα, διαφορά, γινόμενο και πηλίκο, αντίστοιχα, δύο συναρτήσεων f, g τις συναρτή-

σεις με τύπους:  )()())(( xgxfxgf +=+  , )()())(( xgxfxgf −=−  ,  )()())(( xgxfxfg =   ,  
)(

)(
)(

xg

xf
x

g

f
=








.  

Το πεδίο ορισμού των gf + , gf −  και f g  είναι η τομή BA  των πεδίων ορισμού Α και Β των συναρ-

τήσεων f και g αντιστοίχως, ενώ το πεδίο ορισμού της 
g

f
 είναι το σύνολο Axx |{  και Bx ,με }0)( xg . 

7. Τι ονομάζουμε σύνθεση συναρτήσεων; 

Αν f, g είναι δύο συναρτήσεις με πεδίο ορισμού Α, Β αντιστοίχως, τότε ονομάζουμε σύνθεση της f με 

την g, και τη συμβολίζουμε με gof , τη συνάρτηση με τύπο: ))(())(( xfgxgof = . 

 
g f

 g(B) A

  g

 B f (A)

 f

 A1

 g( f (x))

 f (x)

 x

 24

 

     Το πεδίο ορισμού της gof  αποτελείται από όλα τα στοιχεία x του πεδίου ορισμού της f για τα οποία 

το f(x) ανήκει στο πεδίο ορισμού της  g. Δηλαδή είναι το σύνολο  1 / ( ) =  x A f x B
 

Είναι φανερό ότι η gof ορίζεται αν A1≠  

Σχόλια: α. Γενικά, αν  f, g  είναι δύο συναρτήσεις και ορίζονται οι  gof και fog, τότε αυτές δ ε ν  ε ί ν α ι  

υ π ο χ ρ ε ω τ ι κ ά  ίσες, δηλαδή γενικά g f f g   

β. Αν f,g,h  είναι τρεις συναρτήσεις και ορίζεται η ( )h g f , τότε ορίζεται και η ( )h g f  και ισχύει 

( ) ( )h g f h g f=  

Τη συνάρτηση αυτή τη λέμε σύνθεση των f, g και h και τη συμβολίζουμε με h g f . Η σύνθεση συναρ-

τήσεων γενικεύεται και για περισσότερες από τρεις συναρτήσεις.  

8. Τι λέγεται γνησίως αύξουσα και τι γνησίως φθίνουσα συνάρτηση;  

Μια συνάρτηση f λέγεται: 

• γνησίως αύξουσα σ’ ένα διάστημα  Δ του πεδίου ορισμού της, όταν για οποιαδήποτε Δxx 21 ,  με 

21 xx   ισχύει: )()( 21 xfxf         

• γνησίως φθίνουσα σ’ ένα διάστημα  Δ του πεδίου ορισμού της, όταν για οποιαδήποτε Δxx 21 ,  με 

21 xx   ισχύει: )()( 21 xfxf      

Σημειώσεις: α. Αν μια συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα σ’ ένα διάστημα Δ του 

πεδίου ορισμού της, τότε λέμε ότι η f είναι γνησίως μονότονη στο Δ. 
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Στην περίπτωση που το πεδίο ορισμού της f είναι ένα διάστημα Δ και η f είναι γνησίως μονότονη σ’ αυ-

τό τότε θα λέμε απλώς ότι η f είναι γνησίως μονότονη. 

β. (Οι παρακάτω προτάσεις χρησιμοποιούνται χωρίς απόδειξη) 

•  Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα σ’ ένα διάστημα Δ, τότε για οποιαδήποτε Δxx 21 ,  ισχύει 

η ισοδυναμία ( ) ( )  1 2 1 2f x f x x x   

•  Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα σ’ ένα διάστημα Δ, τότε για οποιαδήποτε Δxx 21 ,
 ισχύ-

ει η ισοδυναμία ( ) ( )  1 2 1 2f x f x x x  

9. Πότε μια συνάρτηση παρουσιάζει μέγιστο και πότε ελάχιστο;  

Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού Α θα λέμε ότι: 

• Παρουσιάζει στο Ax 0
 (ολικό) μέγιστο, το )( 0xf , όταν )()( 0xfxf    για κάθε  Ax .    

• Παρουσιάζει στο Ax 0  (ολικό) ελάχιστο, το )( 0xf , όταν )()( 0xfxf   για κάθε Ax .  

Το ολικό μέγιστο και το ολικό ελάχιστο, εφόσον υπάρχουν, λέγονται ολικά ακρότατα της f.  

10. Πότε μια συνάρτηση  λέγεται 1−1 (ένα προς ένα); 

Μια συνάρτηση : →f A R  λέγεται συνάρτηση 1−1, όταν για οποιαδήποτε Axx 21 ,  ισχύει η συνεπα-

γωγή: αν 21 xx  ,  τότε  )()( 21 xfxf  . 

Σχόλια: 1. Με απαγωγή σε άτοπο αποδεικνύεται ότι:  Μια συνάρτηση : →f A R  είναι συνάρτηση 1−1, 

αν και μόνο αν για οποιαδήποτε Axx 21 ,  ισχύει : αν  )()( 21 xfxf = ,  τότε  21 xx = . 

2. Κάθε οριζόντια ευθεία τέμνει την γραφική παράσταση μιας 1−1 συνάρτησης το πολύ σε ένα σημείο 

της. Δηλαδή δεν υπάρχουν σημεία με την ίδια τεταγμένη.  

3. Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη τότε είναι συνάρτηση 1−1. 

Το αντίστροφο ΔΕΝ ισχύει, δηλαδή αν μια συνάρτηση είναι 1−1 τότε δεν είναι απαραίτητα γνησίως μο-

νότονη.  

Αντιπαράδειγμα: Υπάρχουν, συναρτήσεις που είναι 1−1 αλλά δεν είναι 

γνησίως μονότονες, όπως για παράδειγμα η συνάρτηση 










=

0,
1

0,
)(

x
x

xx
xg   

4. Για κάθε στοιχείο του συνόλου τιμών της η εξίσωση f(x)=y έχει ακριβώς μια λύση ως προς x. 

11. Τι ονομάζουμε αντίστροφη συνάρτηση και τι σχέση έχουν οι γραφικές παρα-

στάσεις δύο αντίστροφων συναρτήσεων; 

 Έστω μια 1−1 συνάρτηση :f A R→ . Τότε για κάθε στοιχείο y του συνόλου τιμών, )(Af , της f υπάρ-

χει μοναδικό στοιχείο x του πεδίου ορισμού της Α για το οποίο ισχύει yxf =)( . Επομένως ορίζεται μια 

συνάρτηση :g f A R  με την οποία κάθε )(Afy  αντιστοιχίζεται στο μοναδικό Ax  για το οποίο ι-

σχύει yxf =)( . H g λέγεται αντίστροφη συνάρτηση της f και συμβολίζεται με 1−
f . Επομένως έχουμε 

xyfyxf == − )()( 1  . 
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Σχόλια: 1. Από τον ορισμό προκύπτει ότι: i. η g έχει πεδίο ορισμού το σύνολο τιμών f(Α) της f και 

ii. έχει σύνολο τιμών το πεδίο ορισμού Α της f. 

2. Από τον ορισμό προκύπτουν οι σχέσεις: ( )( )1 ,   x A− = f f x x  και ( )( ) ( )1 ,   y f− = f f y y A  

3. Οι γραφικές παραστάσεις C και C’ των συναρτήσεων f και f−1 είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία 

y=x που διχοτομεί τις γωνίες xOy και x’Oy’. 

 

ΟΡΙΑ 

12. Ποιες είναι οι άμεσες συνέπειες του ορισμού του ορίου;   

(α)   =
→

)(lim
0

xf
xx

       0))((lim
0

=−
→

xf
xx

           (β)   =
→

)(lim
0

xf
xx

        =+
→

)(lim 0
0

hxf
h

 

13. Πως συνδέεται το όριο με τα πλευρικά όρια; 

Αν μια συνάρτηση f είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής ),(),( 00 βxxα  , τότε ισχύει η ισοδυναμία:  

=
→

)(lim
0

xf
xx

       ==
+→−→

)(lim)(lim
00

xfxf
xxxx

 

Σχόλια στα όρια:  

• Για να αναζητήσουμε το όριο της f στο 0x , πρέπει η f να ορίζεται όσο θέλουμε “κοντά στο 0x ” δηλαδή 

η f να είναι ορισμένη σ’ ένα σύνολο της μορφής ( ) ( )  0 0,x x ,  ή ( ) 0,x  ή ( )0x ,  

• Το 0x  μπορεί να ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης ή να μην ανήκει σ’ αυτό.  

• Η τιμή της f στο 0x , όταν υπάρχει, μπορεί να είναι ίση με το όριο της στο 0x  ή διαφορετική από αυτό. 

• Αν μια συνάρτηση f είναι ορισμένη σε ένα διάστημα της μορφής ( )0x , , αλλά δεν ορίζεται σε διάστημα 

της μορφής ( ) 0,x , τότε ορίζουμε ( ) ( )
+→ →

=
0

0
x x x x
lim f x lim f x  

• Αν μια συνάρτηση f είναι ορισμένη σε ένα διάστημα της μορφής ( ) 0,x , αλλά δεν ορίζεται σε διάστημα 

της μορφής ( )0x , , τότε ορίζουμε ( ) ( )
−→ →

=
0

0
x x x x
lim f x lim f x   

• Αποδεικνύεται ότι το )(lim
0

xf
xx→

 είναι ανεξάρτητο των άκρων α, β των δια-

στημάτων  ( ) 0,x  και ( )0x ,  στα οποία θεωρούμε ότι είναι ορισμένη η  f.  

Έτσι για παράδειγμα, αν θέλουμε να βρούμε το όριο της συνάρτησης 

1

|1|
)(

−

−
=

x

x
xf  στο 00 =x , περιοριζόμαστε στο   υποσύνολο )1,0()0,1( −  του 

πεδίου ορισμού της, στο οποίο αυτή παίρνει τη μορφή 1
1

)1(
)( −=

−

−−
=

x

x
xf . 

Επομένως, όπως φαίνεται και από το παραπάνω σχήμα, το ζητούμενο όριο είναι 1)(lim
0

−=
→

xf
x

. 

Σύμβαση: Όταν λέμε ότι μια συνάρτηση f έχει κοντά στο 0x  μια ιδιότητα Ρ θα εννοούμε ότι ισχύει μια 

από τις παρακάτω τρεις συνθήκες: 

α. Η f είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής ),(),( 00 βxxα   και στο σύνολο αυτό έχει την ιδιότητα Ρ. 
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β. Η f είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής ),( 0xα , έχει σ’ αυτό την ιδιότητα Ρ, αλλά δεν ορίζεται σε 

σύνολο της μορφής ),( 0 βx . 

γ. Η f είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής ),( 0 βx , έχει σ’ αυτό την ιδιότητα Ρ, αλλά δεν ορίζεται σε 

σύνολο της μορφής ),( 0xα . 

Για παράδειγμα, η συνάρτηση 
x

x
xf

ημ
)( =  είναι θετική κοντά στο 00 =x , αφού ορίζεται στο σύνολο 

















−

2
,00,

2

ππ
 και είναι θετική σε αυτό. 

Παρατήρηση: Με τη βοήθεια του ορισμού του ορίου αποδεικνύεται ότι: 

0
0lim

x x
x x

→
=  (Όριο ταυτοτικής συνάρτησης) 

0

lim
x x

c c
→

=  (Όριο σταθερής συνάρτησης) 

14. Ποιες ανισότητες ισχύουν στα όρια; (όριο και διάταξη) 

• Αν 0)(lim
0


→

xf
xx

,  τότε  0)( xf    ενώ  αν 0)(lim
0


→

xf
xx

,  τότε 0)( xf   , κοντά στο 0x     

• Αν οι συναρτήσεις gf ,  έχουν όριο στο 0x  και ισχύει )()( xgxf   κοντά στο 0x , τότε )(lim)(lim
00

xgxf
xxxx →→

  

15. Ποιες είναι οι ιδιότητες των ορίων αν το x τείνει στο xo; 

Αν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων  f  και g στο 0x , τότε: 

1.  )(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx →→→

+=+      2.  )(lim))((lim
00

xfκxκf
xxxx →→

= ,    για κάθε  κ R  

3.  )(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx →→→

=         4.  
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

0

0

0 xg

xf

xg

xf

xx

xx

xx

→

→

→
= ,        εφόσον 0)(lim

0


→

xg
xx

 

5.  )(lim|)(|lim
00

xfxf
xxxx →→

=                   6.  k
xx

k

xx
xfxf )(lim)(lim

00 →→
= ,    όταν 0)( xf  κοντά στο 0x . 

 7. 
ν

xx

ν

xx
xfxf





=
→→

)(lim)]([lim
00

,     
*ν N  

16. Να διατυπώσετε το κριτήριο παρεμβολής. 

Έστω οι συναρτήσεις hgf ,, . Αν  )()()( xgxfxh   κοντά στο 0x  και 

==
→→

)(lim)(lim
00

xgxh
xxxx

, τότε  =
→

)(lim
0

xf
xx

. 

17. Ποια είναι η σχέση του ημιτόνου με το τόξο του και ποια είναι τα βασικά τρι-

γωνομετρικά όρια; 

• Ισχύει  x x  με το “=” να ισχύει για x=0.  

• Τα βασικά τριγωνομετρικά όρια είναι: 

α) lim
o

o
x x

x x 
→

=          β) lim
o

o
x x

x x 
→

=            γ) 1
ημ

lim
0

=
→ x

x

x
        δ)  0

1συν
lim

0
=

−

→ x

x

x
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18. Πως υπολογίζουμε το όριο σύνθετης συνάρτησης; 

Για να υπολογίσουμε το ))((lim
0

xgf
xx→

, της σύνθετης συνάρτησης gf   στο σημείο 
0x , τότε εργαζόμαστε 

ως εξής: 

Θέτουμε )(xgu =  και υπολογίζουμε  το )(lim
0

0 xgu
xx→

=  και το 
→

=
0u u

lim f(u) (αν υπάρχουν). Αποδεικνύεται ότι, 

αν 0)( uxg   κοντά στο 0x , τότε το ζητούμενο όριο είναι ίσο με  , δηλαδή ισχύει:   )(lim))((lim
00

ufxgf
uuxx →→

= . 

19. Ποιες είναι οι ιδιότητες των ορίων αν το x τείνει στο xo και η συνάρτηση στο 

; 

• Αν +=
→

)(lim
0

xf
xx

, τότε 0)( xf , ενώ  αν −=
→

)(lim
0

xf
xx

, τότε 0)( xf  κοντά στο 0x . 

• Αν +=
→

)(lim
0

xf
xx

, τότε −=−
→

))((lim
0

xf
xx

 ,  ενώ αν −=
→

)(lim
0

xf
xx

, τότε +=−
→

))((lim
0

xf
xx

. 

• Αν +=
→

)(lim
0

xf
xx

 ή − , τότε 0
)(

1
lim

0

=
→ xfxx

. 

• Αν 0)(lim
0

=
→

xf
xx

 και 0)( xf  κοντά στο 0x , τότε +=
→ )(

1
lim

0 xfxx
, ενώ αν 0)( xf  κοντά στο 0x , τότε  

−=
→ )(

1
lim

0 xfxx
. 

 • Αν +=
→

)(lim
0

xf
xx

 ή − , τότε +=
→

|)(|lim
0

xf
xx

  και αν +=
→

)(lim
0

xf
xx

, τότε +=
→

k

xx
xf )(lim

0

. 

• 
20

1
lim
x x→

= +   και  γενικά  
20

1
lim
x x →

= + ,    *                  

• 
0

1
lim
x x+→

= +   και  γενικά  
2 1

0

1
lim
x x + +
→

= + , ενώ  
0

1
lim
x x−→

= −  και  
2 1

0

1
lim
x x − +
→

= − , 
*    

• δεν υπάρχει στο μηδέν το όριο της 
2 1

1
( )f x

x  +
= , *  . 

Όριο αθροίσματος και γινομένου  

 

 

 

 

 

 

 

 

Το όριο της f είναι: αR αR +  − +  − 

και το όριο της g είναι: +  − +  −    − +  

τότε το όριο της f+g είναι: +  − +  − ; ; 

Το όριο της f είναι: α>0 α<0 α>0 α<0 0 0 + + − − 

και το όριο της g είναι: + + − − + − + − + − 

τότε το όριο της f·g  είναι: + − − + ; ; + − − + 
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20. Ποιες είναι οι ιδιότητες των ορίων αν το x τείνει στο ; 

• 

→+
= +

x
lim x   και   

→+
=

x

1
lim 0

x
, v

x

, v
lim x

, v

 

 →−

+
= 

−
  και     

→−
=

x

1
lim 0

x
, *   ,   

• Αν ( ) 1

1P x x x −

 − 
=  + +  +  , τότε: )(lim)(lim ν

ν
xx

xαxP
+→+→

=        και       )(lim)(lim ν

ν
xx

xαxP
−→−→

=  

• Για τη ρητή συνάρτηση ( )
 −

−

 −

 −

 +  +    +  + 
=

 +  +    +  + 

1

v v 1 1 0

1

1 1 0

x x x
f x

x x x
 , 

 
   0, 0  ισχύει: 

( )




→+ →+


 
=  

 
x x

x
lim f x lim

x
  και  ( )





→− →−


 
=  

 
x x

x
lim f x lim

x
 

21. Ποια είναι τα όρια της εκθετικής και λογαριθμικής συνάρτησης; 

• Αν 0<α<1, τότε: +=
−→

x

x
αlim ,          0lim =

+→

x

x
α   ,          +=

→
xα

x
loglim

0
,           −=

+→
xα

x
loglim  

• Αν α>1, τότε:     
→−

=x

x
lim 0 ,            

→+
 = +lim x

x
  ,         

→
= −

0
lim log
x

x ,            
→+

= +lim log
x

x  

Σημειώσεις (Οι παρακάτω προτάσεις χρησιμοποιούνται χωρίς απόδειξη) 

Έστω f ,g δύο συναρτήσεις που είναι ορισμένες κοντά στο    − +0x R ,   τότε: 

• Αν ( ) ( )f x g x  κοντά στο 0x  και 
→

= +
0x x

lim f(x)  τότε ισχύει και 
→

= +
0x x

lim g(x)  

• Αν ( ) ( )f x g x  κοντά στο 0x  και 
→

= −
0x x

lim g(x)  τότε ισχύει και 
→

= −
0x x

lim f(x)  

22. Πότε η f λέγεται συνεχής στο xo; 

Έστω μια συνάρτηση  f  και 0x  ένα σημείο 0x  του πεδίου ορισμού της. Θα λέμε ότι η  f  είναι συνεχής 

στο 0x , όταν :   )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

 

Σχόλιο: Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό, μια συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής σε ένα σημείο 0x  του 

πεδίου ορισμού της όταν: 

α. Δεν υπάρχει το όριό της στο 0x  ή 

β. Υπάρχει το όριό της στο 0x , αλλά είναι διαφορετικό από την τιμή της, )( 0xf , στο σημείο 0x . 

23. Πότε η f λέγεται συνεχής στο πεδίο ορισμού της;  

• Όταν  η f  είναι συνεχής σε όλα τα σημεία του πεδίου ορισμού της . Ειδικότερα : 

• Μια συνάρτηση  f  θα λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα ανοικτό διάστημα  ),( βα , όταν είναι συνεχής σε 

κάθε σημείο του ),( βα .  

• Μια συνάρτηση  f  θα λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα  ],[ βα , όταν είναι συνεχής σε 

κάθε σημείο του ),( βα  και επιπλέον : )()(lim αfxf
αx

=
+→

   και  )()(lim βfxf
βx

=
−→
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24. Τι γνωρίζετε για τις πράξεις μεταξύ συνεχών συναρτήσεων;   

• Αν οι συναρτήσεις  f  και g είναι συνεχείς στο 0x , τότε είναι συνεχείς στο 0x  και οι συναρτήσεις:    

gf + ,    fc  ,   όπου    c R ,     gf  ,     
g

f
,       || f    και   ν f  

με την προϋπόθεση ότι ορίζονται σε ένα διάστημα που περιέχει το 
0x . 

• Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο 
0x  και η συνάρτηση g είναι συνεχής στο )( 0xf , τότε η σύνθεσή 

τους gof  είναι συνεχής στο 0x . 

Σχόλια: α. Κάθε πολυωνυμική συνάρτηση P είναι συνεχής, αφού για κάθε ox R  ισχύει 
→

=
o

o
x x
lim P( x ) P( x )  

β. Κάθε ρητή συνάρτηση 
P

Q
 είναι συνεχής, αφού για κάθε ox  του πεδίου ορισμού της ισχύει 

( )( )
lim

( ) ( )→
=

o

o

x x
o

P xP x

Q x Q x
-

 

γ. Οι συναρτήσεις ( )f x x=  και ( )g x x=  είναι συνεχείς, αφού για κάθε ox R  ισχύει lim
o

o
x x

x x 
→

=  

και lim
o

o
x x

x x 
→

=  

δ. Οι συναρτήσεις ( ) xf x =  και ( ) logg x x= , 0<α≠1 είναι συνεχείς . 

25. Να διατυπώσετε το θεώρημα Bolzano. 

Έστω μια συνάρτηση f, ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα ],[ βα . Αν η f είναι συνεχής στο ],[ βα  και ε-

πιπλέον, ισχύει 0)()(  βfαf , τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ),(0 βαx   τέτοιο, ώστε 0)( 0 =xf . 

26. Να δώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος Bolzano. 

Αν ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Bolzano, μιας συνεχούς συ-

νάρτησης f στο διάστημα [α,β] , τότε τα σημεία Α(α,f(α)) και Β(β,f(β)) βρίσκο-

νται εκατέρωθεν του άξονα x’x. Έτσι η γραφική παράσταση της f τέμνει τον 

άξονα x’x σε ένα τουλάχιστον σημείο. 

Σχόλια: 1. Αν για μια συνεχή συνάρτηση f στο ],[ βα  ισχύει   f( ) f( ) 0  αυτό δεν σημαίνει ότι δεν υ-

πάρχει ένα, τουλάχιστον, ),(0 βαx   τέτοιο, ώστε 0)( 0 =xf . 

2. Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ και δεν μηδενίζεται σ’ αυτό, τότε αυτή ή είναι 

θετική για κάθε xΔ, ή είναι αρνητική για κάθε xΔ, δηλαδή η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο Δ. (Σχ.)  

 y

 f (x)>0

 O  β a  x

 (α)              
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3. Για να προσδιορίσουμε το πρόσημο μιας συνεχούς συνάρτησης f σε καθένα από τα διαστήματα στα 

οποία οι διαδοχικές ρίζες της f χωρίζουν το πεδίο ορισμού της ακολουθούμε τα εξής βήματα: 

α. Βρίσκουμε τις ρίζες της f. (Λύνουμε την εξίσωση f(x)=0) 

β. Σε καθένα από τα υποδιαστήματα που ορίζουν οι 

διαδοχικές ρίζες, επιλέγουμε έναν αριθμό και βρί-

σκουμε το πρόσημο της f στον αριθμό αυτό. Το 

πρόσημο αυτό είναι και το πρόσημο της f στο αντί-

στοιχο διάστημα. (Σχ.)   

27. Πως σχετίζεται η συνέχεια με τα διαστήματα; 

Η εικόνα )(Δf  ενός διαστήματος Δ μέσω μιας συνεχούς και μη σταθερής συνάρτησης f είναι διάστημα. 

28. Να διατυπώσετε  το Θεώρημα Μέγιστης - Ελάχιστης τιμής. 

Αν f είναι συνεχής συνάρτηση στο ],[ βα , τότε η f παίρνει στο ],[ βα  μια μέγιστη τιμή Μ και μια ελάχιστη 

τιμή m. Δηλαδή υπάρχουν x1,x2[α,β] τέτοια, ώστε αν m=f(x1) και M=f(x2), να ισχύει m≤f(x)≤M, για κάθε 

x[α,β]  

29. Ποιο είναι το σύνολο τιμών μιας συνεχούς συνάρτησης ορισμένης σε διάστη-

μα; 

 Αν μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής σε ένα ανοικτό διάστημα ),( βα , τότε το 

σύνολο τιμών της στο διάστημα αυτό είναι το διάστημα ),( ΒΑ , όπου )(lim xfΑ
αx +→

=  και )(lim xfB
βx −→

= . 

Αν, όμως, η f  είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο ),( βα , τότε το σύνολο τιμών της στο διάστημα 

αυτό είναι το διάστημα ),( AB   

 Ανάλογα συμπεράσματα έχουμε και όταν μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής και γνησίως μονότονη σε 

διαστήματα της μορφής ],[ βα , ),[ βα  και ],( βα . 

Σχόλιο: Από τα δύο παραπάνω θεωρήματα προκύπτει ότι το πεδίο τιμών μιας συνεχούς συνάρτηση ς 

στο διάστημα [α,β] είναι το διάστημα [m,M], όπου m η ελάχιστη και Μ η μέγιστη τιμή της συνάρτησης.  
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ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

30. Πότε μια συνάρτηση λέγεται παραγωγίσιμη στο xo και τι ονομάζουμε παρά-

γωγο της f στο xo; 

Μια συνάρτηση f λέμε ότι είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο 
0x  του πεδίου ορισμού της, αν υπάρχει 

το  
0

0

0

( ) ( )
lim
→

−

−x x

f x f x

x x
  και είναι πραγματικός αριθμός. 

Το όριο αυτό ονομάζεται παράγωγος της f στο 
0x  και συμβολίζεται με 

0( )f x . Δηλαδή: 

0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim

→

−
 =

−x x

f x f x
f x

x x
 

Σχόλια: 

• Αν στην ισότητα 
→

−
 =

−0

0
0

x x
0

f(x) f(x )
f (x ) lim

x x
 θέσουμε = +0x x h , τότε έχουμε 

→

+ −
 = 0 0

0
h 0

f(x h) f(x )
f (x ) lim

h
 

• Η στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού, τη χρονική στιγμή 0t , είναι η παράγωγος της συνάρτησης θέσης 

( )=x S t  τη χρονική στιγμή 
0t . Δηλαδή είναι ( ) ( ) =0 0t S t . 

31. Πως ορίζεται η εφαπτομένη στο σημείο ( , ( ))o oA x f x  της Cf; 

Έστω f μια συνάρτηση και 
0 0( , ( ))A x f x  ένα σημείο της 

fC . Αν υπάρχει το 
0

0

0

( ) ( )
lim
→

−

−x x

f x f x

x x
 και είναι ο 

πραγματικός αριθμός f΄(x0) , τότε ορίζουμε ως εφαπτομένη της fC  στο σημείο της Α, την ευθεία ε που 

διέρχεται από το Α και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ= f΄(x0). 

 Επομένως, η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο 
0 0( , ( ))A x f x  είναι  

0 0 0( ) '( )( )− = −y f x f x x x  

Σχόλιο: Τον συντελεστή διεύθυνσης λ= f΄(x0) της εφαπτομένης ε στο σημείο 
0 0( , ( ))A x f x  τον ονομάζου-

με και κλίση της Cf στο Α ή κλίση της f στο xo. 

32. Πότε μια συνάρτηση f λέγεται παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της; 

• Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού ένα σύνολο Α. Θα λέμε ότι:  

— H f είναι παραγωγίσιμη στο Α ή, απλά, παραγωγίσιμη, όταν είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο 

Ax 0  

— Η f είναι παραγωγίσιμη σε ένα ανοικτό διάστημα  ),( βα  του πεδίου ορισμού της, όταν είναι παρα-

γωγίσιμη σε κάθε σημείο ),(0 βαx  . 

— Η f είναι παραγωγίσιμη σε ένα κλειστό διάστημα  ],[ βα  του πεδίου ορισμού της, όταν είναι παρα-

γωγίσιμη στο ),( βα  και επιπλέον ισχύει   

( ) ( )
lim

+→

−


−x

f x f
R

x




     και     

( ) ( )
lim

−→

−


−x

f x f
R

x




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33. Τι λέγεται πρώτη παράγωγος συνάρτησης; 

    Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού Α και Α1 το σύνολο των σημείων του Α στα οποία αυτή είναι 

παραγωγίσιμη. Αντιστοιχίζοντας κάθε 1Ax  στο )(xf  , ορίζουμε τη συνάρτηση   

 →1f : A R  ώστε ( )→x f x  η οποία ονομάζεται πρώτη παράγωγος της  f ή απλά παράγωγος της  f.  

H πρώτη παράγωγος της f συμβολίζεται και με 
df

dx
 που διαβάζεται “ντε εφ προς ντε χι”. Για πρακτικούς 

λόγους την παράγωγο συνάρτηση ( )y f x=  θα τη συμβολίζουμε και με ( )( )y f x = . 

34. Τι λέγεται δεύτερη και τι νιοστή παράγωγος συνάρτησης; 

Αν υποθέσουμε ότι το Α1 είναι διάστημα ή ένωση διαστημάτων, τότε η παράγωγος της f  , αν υπάρχει, 

λέγεται δεύτερη παράγωγος της  f  και συμβολίζεται με f  . 

Επαγωγικά ορίζεται η νιοστή παράγωγος της  f,  με v 3 , και συμβολίζεται με ( )v
f . Δηλαδή 

][
1)()( = −νν

ff ,   v 3  

35. Τι ονομάζουμε ρυθμό μεταβολής του y ως προς το x; 

Αν δύο μεταβλητά μεγέθη yx,  συνδέονται με τη σχέση )(xfy = , όταν f είναι μια συνάρτηση παραγωγί-

σιμη στο 0x , τότε ονομάζουμε ρυθμό μεταβολής του y ως προς το x στο σημείο o
x  την παράγωγο 

)( 0xf 
 

Σχόλια: α. Ο ρυθμός μεταβολής της ταχύτητας υ ως προς το χρόνο t τη χρονική στιγμή 0t  είναι η πα-

ράγωγος ( )0t , της ταχύτητας υ ως προς το χρόνο t τη χρονική στιγμή 0t . Η παράγωγος ( )0t  λέγεται 

επιτάχυνση του κινητού τη χρονική στιγμή 0t  και συμβολίζεται με ( )0t . Είναι δηλαδή 

( ) ( ) ( )0 0 0t t S t  =  =  

β. Στην οικονομία, το κόστος παραγωγής Κ, η είσπραξη Ε και το κέρδος Ρ εκφράζονται συναρτήσει της 

ποσότητας x του παραγόμενου προϊόντος. Έτσι, η παράγωγος ( )0K x  παριστάνει το ρυθμό μεταβολής 

του κόστους Κ ως προς την ποσότητα x, όταν 0x x=  και λέγεται οριακό κόστος στο 0x . Ανάλογα, ορί-

ζονται και οι έννοιες οριακή είσπραξη στο 0x  και οριακό κέρδος στο 0x . 

36. Πως παραγωγίζεται μια σύνθετη συνάρτηση και ποιος είναι ο κανόνας αλυσί-

δας; 

Αν η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο xo και η  f  είναι παραγωγίσιμη στο ( )og x , τότε η συνάρτηση 

gf   είναι παραγωγίσιμη στο xo και ισχύει  ( ) ( ) ( ( )) ( )o o of g x f g x g x  =  .  

Γενικά, αν μια συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα Δ και η f είναι παραγωγίσιμη στο g(Δ), 

τότε η συνάρτηση fog είναι παραγωγίσιμη στο Δ και ισχύει ( )( )( ) ( )( ) ( )f g x f g x g x


 =  . 

Δηλαδή, αν u=g(x), τότε: ( )( ) ( )f u f u u  =   
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 Β(β,f (β)) 

 β  ξ΄  ξ  a  x 

 y 

 Ο 

 M(ξ,f (ξ)) 

 A(α,f (α)) 

Με τον συμβολισμό του Leibniz, αν y=f(u) και u=g(x), έχουμε τον τύπο 
dy dy du

dx du dx
=   που είναι γνωστός 

ως κανόνας αλυσίδας. 

Παρατήρηση: Το σύμβολο
dy

dx
 δεν είναι πηλίκο. Στον κανόνα της αλυσίδας απλά συμπεριφέρεται ως 

πηλίκο, πράγμα που ευκολύνει την απομνημόνευση του κανόνα.  

37. Να διατυπώσετε  το Θεώρημα Rolle. 

Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα ],[ βα , παραγωγίσιμη στο ανοικτό ),( βα  και 

)()( βfαf =   τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ),( βαξ   τέτοιο, ώστε: 0)( = ξf
 

38. Να ερμηνεύσετε γεωμετρικά το Θεώρημα Rolle. 

 Το Θεώρημα Rolle γεωμετρικά,  σημαίνει ότι υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 

),( βαξ   τέτοιο, ώστε η εφαπτομένη της 
fC  στο ))(,( ξfξM  να είναι πα-

ράλληλη στον άξονα των x.  

39. Να διατυπώσετε το Θεώρημα Μέσης Τιμής Διαφορικού Λογισμού (Θ.Μ.Τ.) 

Αν μια συνάρτηση f  είναι:  συνεχής στο κλειστό διάστημα ],[ βα  και παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστη-

μα ),( βα  τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ),( βαξ   τέτοιο, ώστε: 
αβ

αfβf
ξf

−

−
=

)()(
)(  

40. Να ερμηνεύσετε γεωμετρικά το Θεώρημα Μέσης Τιμής.  

 Γεωμετρικά, το ΘΜΤ σημαίνει ότι υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ),( βαξ   τέ-

τοιο, ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο 

))(,( ξfξM  να είναι παράλληλη της ευθείας ΑΒ.  

41. Τι ονομάζουμε τοπικό μέγιστο και τι τοπικό ελάχιστο της f ; 

• Μια συνάρτηση f,  με πεδίο ορισμού Α, θα λέμε ότι παρουσιάζει στο Ax 0  τοπικό μέγιστο, όταν υ-

πάρχει 0δ , τέτοιο ώστε :  )()( 0xfxf    για κάθε  ),( 00 δxδxAx +− . 

Το 0x  λέγεται θέση ή σημείο τοπικού μεγίστου, ενώ το )( 0xf  τοπικό μέγιστο της  f. 

• Μία συνάρτηση f,  με πεδίο ορισμού Α, θα λέμε ότι παρουσιάζει στο Ax 0  τοπικό ελάχιστο, όταν υ-

πάρχει 0δ , τέτοιο ώστε  : )()( 0xfxf  ,  για κάθε  ),( 00 δxδxAx +− . 

Το 0x  λέγεται θέση ή σημείο τοπικού ελαχίστου, ενώ το )( 0xf  τοπικό ελάχιστο της  f. 

 

 

 

 

 

  y 

 O  x  β  ξ΄  ξ  α 

 Μ(ξ,f (ξ)) 

 Β(β,f (β)) 
 Α(α,f (α)) 
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Σχόλια: α.  Ένα τοπικό μέγιστο μπορεί να είναι μικρότερο από ένα τοπικό ελάχιστο (Σχ.32α).  

 y

 x4 x3 x2 x1

 (a)
 O  x

               

β. Αν μια συνάρτηση f παρουσιάζει μέγιστο, τότε αυτό θα είναι το μεγαλύτερο από τα τοπικά μέγιστα, 

ενώ αν παρουσιάζει, ελάχιστο, τότε αυτό θα είναι το μικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα. (Σχ. 32β). Το 

μεγαλύτερο όμως από τα τοπικά μέγιστα μίας συνάρτησης δεν είναι πάντοτε μέγιστο αυτής. Επίσης το 

μικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα μίας συνάρτησης δεν είναι πάντοτε ελάχιστο της συνάρτησης (Σχ. 

32α). 

42. Να διατυπώσετε  το Θεώρημα Fermat. 

Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σ’ ένα διάστημα Δ και 0x  ένα εσωτερικό σημείο του Δ. Αν η f παρου-

σιάζει τοπικό ακρότατο στο 0x  και είναι παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό, τότε: 0)( 0 = xf . 

43. Ποια σημεία μιας συνάρτησης f λέγονται κρίσιμα σ’ ένα διάστημα Δ; 

Κρίσιμα σημεία της f στο διάστημα Δ λέγονται τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η f δεν παραγωγί-

ζεται ή η παράγωγός της είναι ίση με το μηδέν.  

44. Ποιες είναι οι πιθανές θέσεις των τοπικών ακροτάτων μιας συνάρτησης f; 

Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η παράγωγος της  f  μηδενίζεται. 

Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η  f  δεν παραγωγίζεται. 

Τα άκρα του Δ (αν ανήκουν στο πεδίο ορισμού της). 

Τα  εσωτερικά  σημεία του Δ στα οποία η  f  δεν παραγωγίζεται ή η παράγωγός της είναι ίση με το μηδέν, 

λέγονται κρίσιμα σημεία της  f  στο διάστημα Δ. 

Σημείωση: Η παρακάτω προτάσεις μπορούν να χρησιμοποιηθούν σε λύση ασκήσεων χωρίς απόδειξη: 

• Για κάθε x R , ισχύει ότι xe x 1 + . Η ισότητα ισχύει μόνο για x=0. 

• Για όλους τους θετικούς αριθμούς x ισχύει lnx  x − 1 και το “=” ισχύει αν και μόνο αν x = 1.  

45. Πότε μια συνάρτηση ονομάζεται κυρτή και πότε κοίλη; 

Έστω μία συνάρτηση f συνεχής σ’ ένα διάστημα Δ και παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του Δ. Θα λέμε ό-

τι: 

• Η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω ή είναι κυρτή στο Δ, αν η f   είναι γνησίως αύξου-

σα στο  εσωτερικό  του Δ. 

• Η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω ή είναι κοίλη στο Δ, αν η f   είναι γνησίως φθί-

νουσα στο  εσωτερικό  του Δ. 
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Σχόλια: α. Αν η f είναι κυρτή σ’ ένα διάστημα Δ τότε η f’ είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση ενώ, αν η f 

είναι κοίλη στο Δ τότε η f’ είναι γνησίως φθίνουσα συνάρτηση.  

β. Αν μια συνάρτηση f είναι κυρτή (αντιστοίχως κοίλη) σ’ ένα διάστημα Δ, τότε η εφαπτομένη της Cf σε 

κάθε σημείο του Δ βρίσκεται “κάτω” (αντιστοίχως “πάνω”) από τη γραφική της παράσταση, με εξαίρεση 

το σημείο επαφής της. 

46. Πως σχετίζεται η δεύτερη παράγωγος με την κυρτότητα; 

Έστω μια συνάρτηση f συνεχής  σ’ ένα διάστημα Δ και δυο φορές παραγωγίσιμη στο εσωτερικό  του Δ. 

• Αν  0)(  xf  για κάθε  εσωτερικό  σημείο x του Δ, τότε η  f  είναι κυρτή στο Δ. 

• Αν 0)(  xf  για κάθε  εσωτερικό σημείο x του Δ, τότε η  f  είναι κοίλη στο Δ. 

Σχόλιο:   Το αντίστροφο της παραπάνω πρότασης (θεωρήματος) δεν ισχύει, δηλαδή αν η f είναι κυρτή 

ή κοίλη στο Δ, τότε δεν είναι απαραίτητα 0)(  xf  ή 0)(  xf  αντίστοιχα. 

Μπορεί να ισχύει ( ) 0f x   ή ( ) 0f x   αντίστοιχα. 

Αντιπαράδειγμα: Έστω η συνάρτηση ( ) 4f x x=  (Σχ.). Επειδή η ( ) 3f x 4x =   είναι 

γνησίως αύξουσα στο R, η είναι κυρτή στο R. Εντούτοις, η ( ) 4f x x=  δεν είναι 

θετική στο R, αφού ( )f 0 0 = . 

47. Τι ονομάζουμε σημείο καμπής της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης; 

 Έστω μια συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα ),( βα , με εξαίρεση ίσως ένα σημείο του 0x . Αν  

η  f είναι κυρτή στο ),( 0xα  και κοίλη στο ),( 0 βx , ή αντιστρόφως, και η 
fC  έχει εφαπτομένη στο σημείο 

))(,( 00 xfxA , τότε το σημείο ))(,( 00 xfxA  ονομάζεται σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της  f. 

Σχόλιο: Όταν το ))(,( 00 xfxA  είναι σημείο καμπής της fC , τότε λέμε ότι η f παρουσιάζει στο 0x  καμπή 

και το 0x  λέγεται θέση του σημείου καμπής. Στα σημεία καμπής η εφαπτομένη της fC  “διαπερνά” την 

καμπύλη. 

48. Πως σχετίζεται η f΄΄ με το σημείο καμπής; 

• Αν το ))(,( 00 xfxA  είναι σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της f και η f είναι δυο φορές πα-

ραγωγίσιμη, τότε 0)( 0 = xf . 

• Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σ’ ένα διάστημα ),( βα και ),(0 βαx  . Αν η f   αλλάζει πρόσημο εκα-

τέρωθεν του 0x  και ορίζεται εφαπτομένη της fC  στο ))(,( 00 xfxA , τότε το είναι σημείο καμπής. 

Σχόλιο: Οι πιθανές θέσεις σημείων καμπής μιας συνάρτησης f σ’ ένα διάστημα Δ είναι: 

i. Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η f’’ μηδενίζεται και  

ii. Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία δεν υπάρχει η f’’. 
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49. Τι ονομάζουμε κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f; 

Αν ένα τουλάχιστον από τα όρια )(lim
0

xf
xx +→

, )(lim
0

xf
xx −→

 είναι +  ή − , τότε η ευθεία 
0xx =  λέγεται κατα-

κόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  f. 

50. Τι ονομάζουμε οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f; 

Αν =
+→

)(lim xf
x

 (αντιστοίχως ))(lim =
−→

xf
x

, τότε η ευθεία =y  λέγεται οριζόντια ασύμπτωτη της γρα-

φικής παράστασης της  f  στο +  (αντιστοίχως στο − ). 

51. Τι ονομάζουμε (πλάγια) ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  f; 

Η ευθεία βxλy +=  λέγεται ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο + ,  

αν 0)]()([lim =+−
+→

βxλxf
x

   και στο −  αν 0)]()([lim =+−
−→

βxλxf
x

. 

52. Πως προσδιορίζουμε την ασύμπτωτη (πλάγια ή οριζόντια) της γραφικής πα-

ράστασης μιας συνάρτησης f; 

 Η ευθεία y=λx+β είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης f στο +, αντιστοίχως 

στο −, αν και μόνο αν 

x

f ( x )
lim R

x→+
=    και  

x
lim f ( x ) x R
→+

−  =  , αντιστοίχως 
x

f ( x )
lim R

x→−
=    και  

x
lim f ( x ) x R
→−

−  =    

Σχόλια στις ασύμπτωτες: α. Οι πολυωνυμικές συναρτήσεις βαθμού μεγαλύτερου ή ίσου του δύο (2) 

δεν έχουν ασύμπτωτες. 

β. Οι ρητές συναρτήσεις 
( )

( )

P x

Q x
, με βαθμό του αριθμητή P(x) μεγαλύτερο τουλάχιστον κατά δύο του 

βαθμού του παρονομαστή, δεν έχουν πλάγιες ασύμπτωτες.  

γ. Σύμφωνα με τους παραπάνω ορισμούς, ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης f 

αναζητούμε: 

- Στα άκρα των διαστημάτων του πεδίου ορισμού της στα οποία η f δεν ορίζεται.  

- Στα σημεία του πεδίου ορισμού της, στα οποία η f δεν είναι συνεχής. 

- Στο ,+ −  , εφόσον η συνάρτηση είναι ορισμένη σε διάστημα της μορφής ( ), + , αντιστοίχως ( ),−  
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53. Ποιοι είναι οι κανόνες De l΄ Hospital; 

•  Αν 0)(lim
0

=
→

xf
xx

, 0)(lim
0

=
→

xg
xx

, 0 R { , }x   − +  και υπάρχει το 
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 



→
 (πεπερασμένο ή άπειρο), 

τότε: 
)(

)(
lim

)(

)(
lim

00 xg

xf

xg

xf

xxxx 


=

→→
. 

• Αν +=
→

)(lim
0

xf
xx

, +=
→

)(lim
0

xg
xx

, 0 R { , }x   − +
 
και υπάρχει το 

)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 



→

 

(πεπερασμένο ή ά-

πειρο), τότε:   
)(

)(
lim

)(

)(
lim

00 xg

xf

xg

xf

xxxx 


=

→→
. 

Σχόλια: α. Οι παραπάνω κανόνες ισχύουν και για τις μορφές , , 
+ − −

− + −
. 

β. Οι παραπάνω κανόνες ισχύουν και για πλευρικά όρια και μπορούμε, αν χρειάζεται, να τους εφαρμό-

σουμε περισσότερες φορές, αρκεί να πληρούνται οι προϋποθέσεις τους.  

54. Ποια βήματα ακολουθούμε για την μελέτη και τη γραφική παράσταση μιας 

συνάρτησης f; 

1ο Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της f. 

2o Εξετάζουμε τη συνέχεια της f στο πεδίο ορισμού της. 

3ο Βρίσκουμε τις παραγώγους f   και f   και κατασκευάζουμε τους πίνακες των προσήμων τους. Με τη 

βοήθεια του προσήμου της f   προσδιορίζουμε τα διαστήματα μονοτονίας και τα τοπικά ακρότατα της  f, 

ενώ με τη βοήθεια του προσήμου της f   καθορίζουμε τα διαστήματα στα οποία η  f είναι κυρτή ή κοίλη 

και βρίσκουμε τα σημεία καμπής. 

4ο Μελετούμε τη “συμπεριφορά” της συνάρτησης στα άκρα των διαστημάτων του πεδίου ορισμού της 

(οριακές τιμές, ασύμπτωτες, κτλ.)  

5ο Συγκεντρώνουμε τα παραπάνω συμπεράσματα σ’ ένα συνοπτικό πίνακα που λέγεται και πίνακας 

μεταβολών της f και με τη βοήθειά του χαράσσουμε τη γραφική παράσταση της f. Για καλύτερη σχεδί-

αση της C f κατασκευάζουμε έναν πίνακα τιμών της f. 

Σχόλια: α. Όπως είναι γνωστό, αν μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το Α είναι  άρτια, τότε η Cf  έχει 

άξονα συμμετρίας τον άξονα y’y, ενώ αν είναι περιττή, η Cf έχει κέντρο συμμετρίας την αρχή των αξό-

νων Ο. Επομένως, για τη μελέτη μιας τέτοιας συνάρτησης μπορούμε να περιοριστούμε στα x A , με 

x 0 . 

β. Αν μια συνάρτηση  f  είναι περιοδική  με περίοδο Τ, τότε περιορίζουμε τη μελέτη της Cf σ’ ένα διά-

στημα πλάτους Τ. 
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ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

55. Τι ονομάζουμε αρχική συνάρτηση ή παράγουσα της  f στο Δ; Ποιες είναι οι ι-

διότητες της; 

Έστω f μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αρχική συνάρτηση ή παράγουσα της  f  στο Δ 

ονομάζεται κάθε συνάρτηση F που είναι παραγωγίσιμη στο Δ και ισχύει 

)()( xfxF = ,  για κάθε  Δx  

Ιδιότητες: Αν οι συναρτήσεις F και G είναι παράγουσες των f και g αντιστοίχως και ο λ είναι ένας 

πραγματικός αριθμός, τότε: 

i. Η συνάρτηση F+G είναι μια παράγουσα της συνάρτησης f+g και 

ii. Η συνάρτηση λF είναι μια παράγουσα της συνάρτησης λf. 
 

56. Τι ονομάζουμε ορισμένο ολοκλήρωμα της f στο [α,β] ;  

Αν η f είναι συνεχής στο [α,β] τότε ορίζουμε :
1

( ) lim ( )f x dx f x



 




→

=

 
=  

 
  

Επίσης ορίζουμε : ( ) ( )f x dx f x dx
 

 
= −   και ( ) 0f x dx




=  

57. Ποιες είναι  οι ιδιότητες του ορισμένου ολοκληρώματος; 

Έστω gf ,   συνεχείς  συναρτήσεις στο ],[ βα  και μλ, R. Τότε ισχύουν 

1.  =
β

α

β

α
dxxfλdxxfλ )()(                

2.    +=+
β

α

β

α

β

α
dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([  

3.   +=+
β

α

β

α

β

α
dxxgμdxxfλdxxgμxfλ )()()]()([  

4. Αν η  f  είναι  συνεχής  σε διάστημα Δ και α,β,γΔ, τότε ισχύει:  +=
β

γ

γ

α

β

α
dxxfdxxfdxxf )()()(  

5. Αν ( )  0f x , τότε 



 ( ) 0f x dx  

6. Έστω f μια  συνεχής  συνάρτηση σε ένα διάστημα ],[ βα . Αν 0)( xf  για κάθε ],[ βαx  και η συνάρ-

τηση  f  δεν είναι παντού μηδέν στο διάστημα αυτό, τότε  
β

α
dxxf 0)( . 

Σημείωση: Οι παρακάτω πρόταση μπορεί να χρησιμοποιηθεί στη λύση ασκήσεων χωρίς απόδειξη. 

Αν f, g είναι δύο συνεχείς συναρτήσεις στο διάστημα [α,β]: 

• Αν ( ) ( )f x g x για κάθε  x ,   τότε ισχύει ( ) ( )f x dx g x dx
 

 
   

• Αν επιπλέον οι συναρτήσεις f, g δεν είναι ίσες στο [α,β] τότε ισχύει ( ) ( )f x dx g x dx
 

 
   
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58. Τι γνωρίζετε για τη συνάρτηση 
x

F(x) = f(t)dt
  ; 

Αν  f  είναι μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα Δ και α είναι ένα σημείο του Δ, τότε η συνάρτηση 

=
x

α
dttfxF )()( , Δx , είναι μια παράγουσα της f στο Δ. Δηλαδή ισχύει: 

)()( xfdttf
x

a
=











 ,    για κάθε    Δx  

59. Ποιος είναι ο τύπος της Ολοκλήρωσης κατά παράγοντες στα ορισμένα ολο-

κληρώματα; 

   −=
β

α

β

α

β

α dxxgxfxgxfdxxgxf )()()]()([)()(
 
όπου f'(x) και g'(x) συνεχείς στο [α,β] 

 

Σημειώσεις: (Οι παρακάτω προτάσεις χρησιμοποιούνται χωρίς απόδειξη) 

Έστω f και g δυο συνεχείς συναρτήσεις σε ένα διάστημα [α, β] . 

• Αν ( ) ( )f x g x  για κάθε   x [ , ]  , τότε θα ισχύει: ( ) ( )
 

 
 f x dx g x dx  

• Αν επιπλέον οι συναρτήσεις f και g δεν είναι ίσες στο [α,β] (δηλαδή, αν υπάρχει    , , 

με ( ) ( )  f g ), τότε θα ισχύει: ( ) ( )
 

 
 f x dx g x dx    

60. Ποιος είναι ο τύπος της Ολοκλήρωσης με αντικατάσταση στα ορισμένα ολο-

κληρώματα; 

Ισχύει :  =
β

α

u

u
duufdxxgxgf

2

1

)()())(( , όπου gf ,  είναι συνεχείς συναρτήσεις, )(xgu = , dxxgdu )(=  και  

)(1 αgu = , )(2 βgu = . 

61. Πως ορίζεται το εμβαδόν Ε(Ω) ενός χωρίου που περικλείεται από τις ευθείες 

x=α , x= β και τις γραφικές παραστάσεις των f και g; 

Ισχύει :  −=
β

α
dxxgxfΩE |)()(|)(  
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    Θεωρήματα με αποδείξεις 

1. Να δείξετε ότι: Οι γραφικές παραστάσεις C  και C  των συναρτήσεων  f  και 
1f  είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία y x  που διχοτομεί τις γωνίες xOy  και 

x Oy . 

Απόδειξη 

Ας πάρουμε τώρα μια 1-1 συνάρτηση  f  και ας θεωρήσουμε τις γραφικές παραστάσεις C και C’ των f  

και της f −1  στο ίδιο σύστημα αξόνων). Επειδή ( ) ( )−=  =1f x y f y x , 

αν ένα σημείο M(α,β) ανήκει στη γραφική παράσταση C της  f , τότε 

το σημείο Μ’(β,α) θα ανήκει στη γραφική παράσταση C’ της f −1   και 

αντιστρόφως. Τα σημεία, όμως, αυτά είναι συμμετρικά ως προς την 

ευθεία που διχοτομεί τις γωνίες xOy και x’Oy’ 

2. Δείξτε ότι :
0

0lim ( ) ( )
→

=
x x

P x P x . 

Απόδειξη 

Έστω  το πολυώνυμο       01

1

1)( αxαxαxαxP ν

ν

ν

ν ++++= −

−     και   

0x R . 

Σύμφωνα με τις ιδιότητες των ορίων έχουμε: 

)(lim)(lim 0

1

1
00

αxαxαxP ν

ν

ν

ν
xxxx

+++= −

−
→→

 0
0

1

1
00

lim)(lim)(lim αxαxα
xx

ν

ν
xx

ν

ν
xx →

−

−
→→

+++=   

0
0

1

0
1

0

limlimlim αxαxα
xx

ν

xx
ν

ν

xx
ν

→

−

→
−

→
+++=  )( 00

1

010 xPαxαxα ν

ν

ν

ν =+++= −

−   

3. Δείξτε ότι :
0

0

0

( )( )
lim

( ) ( )→
=

x x

P xP x

Q x Q x
, εφόσον 0( ) 0Q x  . 

Απόδειξη 

Έστω η ρητή συνάρτηση 
)(

)(
)(

xQ

xP
xf = , όπου )(xP , )(xQ  πολυώνυμα του x και xοR με 0)( 0 xQ . Τότε,  

)(

)(

)(lim

)(lim

)(

)(
lim)(lim

0

0

0

0

00 xQ

xP

xQ

xP

xQ

xP
xf

xx

xx

xxxx
===

→

→

→→
 

 

 

 

 

                       
 

 y=x 

 C΄ 

 C 

 O  x 

 M΄(β,α) 

 M(α,β) 
 y 
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4. Έστω μια συνάρτηση f, η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα [α,β]. 

Αν η f είναι συνεχής στο [α,β] και ( ) ( )f f   δείξτε ότι, για κάθε αριθμό η μεταξύ 

των ( )f   και ( )f   υπάρχει ένας, τουλάχιστον ( , )ox   , ώστε ( )of x = . 

Απόδειξη 

Ας υποθέσουμε ότι )()( βfαf  . Τότε θα ισχύει )()( βfηαf  . Αν θεω-

ρήσουμε τη συνάρτηση ηxfxg −= )()( , ],[ βαx , παρατηρούμε ότι: 

• η g είναι συνεχής στο ],[ βα  και   

• 0)()( βgαg ,  αφού 0)()( −= ηαfαg    και     0)()( −= ηβfβg  

Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα του Bolzano, υπάρχει ),(0 βαx   

τέτοιο, ώστε 0)()( 00 =−= ηxfxg , οπότε ηxf =)( 0    

Σχόλιο: Αν μια συνάρτηση f δεν είναι συνεχής στο διάστημα [α,β], τότε, 

όπως φαίνεται και στο διπλανό σχήμα, δεν παίρνει υποχρεωτικά όλες τις ενδιάμε-

σες τιμές.  

 

5. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο xο, τότε είναι και συνεχής σ’ αυτό.  

Απόδειξη 

Για 0xx   έχουμε )(
)()(

)()( 0

0

0

0 xx
xx

xfxf
xfxf −

−

−
=− ,  

Οπότε 







−

−

−
=−

→→
)(

)()(
lim)]()([lim 0

0

0

0
0

0

xx
xx

xfxf
xfxf

xxxx
)(lim

)()(
lim 0

0
0

0

0

xx
xx

xfxf

xxxx
−

−

−
=

→→
00)( 0 == xf  ,  

αφού η f είναι παραγωγίσιμη στο 0x . Άρα, )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

, δηλαδή η f είναι συνεχής στο 0x .      

Προσοχή!!! 

1. Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα, δηλαδή: Αν μια συνάρτηση είναι συνεχής, τότε δεν είναι απαραίτητα 

και παραγωγίσιμη. 

Αντιπαράδειγμα: Έστω η συνάρτηση ( )f x x= . Η  f  είναι συνεχής στο 0x 0= , 

αλλά δεν είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό, αφού
+ +→ →

−
= =

−x 0 x 0

f(x) f(0) x
lim lim 1

x 0 x
, ενώ  

( ) ( )
x 0 x 0

f x f 0 x
lim lim 1

x 0 x− −→ →

− −
= = −

−
 

2. Αν μια συνάρτηση δεν είναι συνεχής τότε δεν είναι και παραγωγίσιμη, γιατί αν ήταν παραγωγίσιμη 

τότε θα ήταν και συνεχής. 

 

 

 

3ο
 ΓΕ
Λ Τ
ΡΙΚ
ΑΛ
ΩΝ



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ’ ΛΥΚΕΙΟΥ  Θεωρία  

 

3ο ΓΕΛ Τρικάλων  Επιμέλεια: Ηλίας Καμπελής - Μαθηματικός 

6. Έστω η σταθερή συνάρτηση ( )f x c= , c R . Δείξτε ότι η συνάρτηση f είναι πα-

ραγωγίσιμη στο R και ισχύει ( ) 0f x = , δηλαδή  (c)΄=0. 

Απόδειξη 

Πράγματι, αν 0x  είναι ένα σημείο του R, τότε για 0xx   ισχύει:  0
)()(

00

0 =
−

−
=

−

−

xx

cc

xx

xfxf
      

Επομένως,  0
)()(

lim
0

0

0

=
−

−

→ xx

xfxf

xx
,  δηλαδή 0)( =c   

7. Έστω η συνάρτηση f(x)=x. Δείξτε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R 

και ισχύει ( ) 1 =f x , δηλαδή (x)΄=1. 

Απόδειξη 

Πράγματι, αν 0x  είναι ένα σημείο του R, τότε για 0xx   ισχύει: 1
)()(

0

0

0

0 =
−

−
=

−

−

xx

xx

xx

xfxf
  

Επομένως, 11lim
)()(

lim
0

0

0

0

==
−

−

→→ xxxx xx

xfxf
,  δηλαδή 1)( =x .     

8. Έστω η συνάρτηση ( ) = vf x x ,  0,1v N − . Δείξτε ότι η συνάρτηση f είναι παρα-

γωγίσιμη στο R και ισχύει 1( ) − = vf x vx , δηλαδή 1( ) − =v vx vx . 

Απόδειξη 

Πράγματι, αν 0x  είναι ένα σημείο του R, τότε για 0xx   ισχύει: 

1

00

21

0

1

00

21

0

0

0

0

0 ))(()()( −−−

−−−

+++=
−

+++−
=

−

−
=

−

− ννν

ννννν

xxxx
xx

xxxxxx

xx

xx

xx

xfxf



, οπότε: 

1

0

1

0

1

0

1

0

1

00

21

0
0

0

0

)(lim
)()(

lim −−−−−−−

→→
=+++=+++=

−

− ννννννν

xxxx
xνxxxxxxx

xx

xfxf
 ,  δηλαδή 1)( −= νν xνx  

9. Έστω ( ) =f x x . Δείξτε ότι για κάθε x (0, )+  ισχύει 
1

( )
2

 =f x
x

.       

Απόδειξη 

Πράγματι, αν 0x  είναι ένα σημείο του ),0( + , τότε για 0xx   ισχύει: 

( )( )
( ) ( ) 000

0

00

00

0

0

0

0 1

)()(

)()(

xxxxxx

xx

xxxx

xxxx

xx

xx

xx

xfxf

+
=

+−

−
=

+−

+−
=

−

−
=

−

−
, 

Οπότε 
00

0
0

0

0 2

11
lim

)()(
lim

xxxxx

xfxf

xxxx
=

+
=

−

−

→→
,    δηλαδή  ( )

x
x

2

1
=


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10. Αν οι συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιμες στο xo, τότε η συνάρτηση f+g εί-

ναι παραγωγίσιμη στο xo  και ισχύει: 
0 0 0( ) ( ) ( ) ( )  + = +f g x f x g x . 

Απόδειξη 

Για
0xx  ,ισχύει:    

0

0

0

0

0

00

0

0 )()()()()()()()())(())((

xx

xgxg

xx

xfxf

xx

xgxfxgxf

xx

xgfxgf

−

−
+

−

−
=

−

−−+
=

−

+−+
 

Επειδή οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιμες στο 0x , έχουμε: 

),()(
)()(

lim
)()(

lim
))(())((

lim 00

0

0

0
0

0

0
0

0

0

xgxf
xx

xgxg

xx

xfxf

xx

xgfxgf

xxxxxx
+=

−

−
+

−

−
=

−

+−+

→→→
 

Δηλαδή : )()()()( 000 xgxfxgf +=+       

11. Αν οι συναρτήσεις f, g, h είναι παραγωγίσιμες τότε ισχύει: 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )     =   +   +  f x g x h x f x g x h x f x g x h x f x g x h x  

Απόδειξη 

Είναι: ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )     =   = f x g x h x f x g x h x ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )   +   =f x g x h x f x g x h x  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )       +   +   =   +   +   f x g x f x g x h x f x g x h x f x g x h x f x g x h x f x g x h x  

12 Έστω η συνάρτηση ( ) −= vf x x , *v N . Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 

R* και ισχύει 1( ) − − = − vf x vx , δηλαδή 1( )− − − = −v vx vx . 

Απόδειξη 

Πράγματι, για κάθε 
*x R έχουμε:   

1

2

1

2)(

)(1)1(1
)( −−

−
− −=

−
=

−
=











= ν

ν

ν

ν

νν

ν

ν xν
x

xν

x

xx

x
x   

Είδαμε, όμως, πιο πριν ότι 1)( −= νν xνx , για κάθε φυσικό 1ν . Επομένως, αν  − 0,1 , τότε: 

1
)(

−= κκ
κxx

 

13. Έστω η συνάρτηση f(x)=εφx. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 

{ / 0}= − fD R x x  και ισχύει 
2

1
( )


 =f x

x
, δηλαδή :

2

1
( )


 =x

x
. 

Απόδειξη 

x

xxxx

x

xxxx

x

x
x

22 συν

ημημσυνσυν

συν

)συν(ημσυν)ημ(

συν

ημ
)εφ(

+
=

−
=











=

xx

xx
22

22

συν

1

συν

ημσυν
=

+
=       

Σχόλιο: Μια άλλη μορφή του τύπου της παραγώγου της συνάρτησης f(x)=εφx είναι ( ) 2x 1 x = +    
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14. Η συνάρτηση ( ) =f x x ,   −R Z  είναι παραγωγίσιμη στο ( )0,+ και ισχύει 

1( )  − =f x x , δηλαδή  1( )  − =x x . 

Απόδειξη 

Πράγματι, αν xαα exy ln==  και θέσουμε xαu ln= , τότε  έχουμε uey = . Επομένως,  

1ln 1
)( −===== ααxαuu xα

x

α
x

x
αeueey  

15. Η συνάρτηση ( ) = xf x , α>0 είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει 

( ) ln  = xf x , δηλαδή : ( ) ln   =x x . 

Απόδειξη 

Πράγματι, αν αxx eαy ln==  και θέσουμε αxu ln= , τότε έχουμε uey = . Επομένως, 

αααeueey xαxuu lnln)( ln ====  

16. Η συνάρτηση ( ) ln | |=f x x , *x R  είναι παραγωγίσιμη στο R* και ισχύει 

1
(ln | |) =x

x
. 

Απόδειξη 

Πράγματι:  αν 0x , τότε 
x

xx
1

)(ln)||(ln == , ενώ αν 0x , τότε :  

)ln(||ln xx −= , οπότε, αν θέσουμε )ln( xy −=  και xu −= , έχουμε uy ln= .  

Επομένως,  
xx

u
u

uy
1

)1(
1

 
1

)(ln =−
−

===   και άρα  
x

x
1

)||(ln =  

17. Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν η f είναι συνεχής στο 

Δ και f’(x)=0 για κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ, τότε η f είναι σταθερή σε όλο το 

διάστημα Δ. 

Απόδειξη 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι για οποιαδήποτε Δxx 21 ,  ισχύει )()( 21 xfxf = . Πράγματι 

• Αν 21 xx = , τότε προφανώς )()( 21 xfxf = . 

• Αν 21 xx  , τότε στο διάστημα ],[ 21 xx  η f ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής. Επο-

μένως, υπάρχει ),( 21 xxξ  τέτοιο, ώστε 
12

12 )()(
)(

xx

xfxf
ξf

−

−
=  (1). Επειδή το ξ είναι εσωτερικό σημείο του 

Δ, ισχύει 0)( = ξf , οπότε, λόγω της (1), είναι )()( 21 xfxf = . Αν 12 xx  , τότε ομοίως αποδεικνύεται ότι 

)()( 21 xfxf = . Σε όλες, λοιπόν, τις περιπτώσεις είναι )()( 21 xfxf = .    
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18. Έστω δυο συναρτήσεις f, g ορισμένες σε ένα διάστημα Δ. Αν οι f, g είναι συ-

νεχείς στο Δ και ( ) ( ) =f x g x  για κάθε  εσωτερικό  σημείο x του Δ, τότε υπάρχει 

σταθερά c τέτοια, ώστε για κάθε xΔ να ισχύει: ( ) ( )= +f x g x c . 

Απόδειξη 

Η συνάρτηση gf −  είναι συνεχής στο Δ και για κάθε εσωτερικό σημείο Δx  ισχύει 

0)()()()( =−=− xgxfxgf  

Επομένως, σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα, η συνάρτηση gf −  είναι σταθερή στο Δ. Άρα, υ-

πάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε για κάθε Δx  να ισχύει cxgxf =− )()( , οπότε  cxgxf += )()(       

Σχόλιο Οι παραπάνω δύο προτάσεις ισχύουν σε διάστημα και όχι σε ένωση διαστημάτων. 

Αντιπαράδειγμα: Έστω η συνάρτηση  ( )
1, x 0

f x
1, x 0

− 
= 


. 

Παρατηρούμε ότι, αν και ( )f x 0 =  για κάθε ( ) ( )x ,0 0, −  + , εντούτοις η  f  δεν είναι σταθερή στο 

( ) ( )x ,0 0, −  + . 

19. Έστω μια συνάρτηση f, η οποία είναι  συνεχής  σε ένα διάστημα Δ. 

Αν ( ) 0 f x  σε κάθε  εσωτερικό  σημείο x του Δ, τότε η f είναι γνησίως αύξουσα 

σε όλο το Δ. 

Αν ( ) 0 f x  σε κάθε  εσωτερικό  σημείο x του Δ, τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα 

σε όλο το Δ. 

Απόδειξη 

• Αποδεικνύουμε το θεώρημα στην περίπτωση που είναι 0)(  xf . 

Έστω Δxx 21 ,  με 21 xx  . Θα δείξουμε ότι )()( 21 xfxf  . Πράγματι, στο διάστημα ],[ 21 xx  η  f  ικανοποιεί 

τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. Επομένως, υπάρχει ),( 21 xxξ τέτοιο, ώστε 
12

12 )()(
)(

xx

xfxf
ξf

−

−
= , οπότε έ-

χουμε  ))(()()( 1212 xxξfxfxf −=−  

Επειδή 0)(  ξf  και 012 − xx , έχουμε 0)()( 12 − xfxf , οπότε )()( 21 xfxf  . 

• Στην περίπτωση που είναι 0)(  xf  εργαζόμαστε αναλόγως.   

Σχόλιο: Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήματος δεν ισχύει. Δηλαδή αν η 

f είναι γνησίως αύξουσα ή φθίνουσα στο Δ, η παράγωγός της δεν είναι υπο-

χρεωτικά θετική ή αρνητική αντίστοιχα στο εσωτερικό του Δ. (Μπορεί να ι-

σχύει f’(x)0 ή f’(x)0) 

Αντιπαράδειγμα:  Η συνάρτηση ( ) 3f x x= , αν και είναι γνησίως αύξουσα στο 

R, εντούτοις έχει παράγωγο ( ) 2f x 3x =  η οποία δεν είναι θετική σε όλο το R, 
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αφού ( )f 0 0 = . Ισχύει όμως ( )f x 0   για κάθε x R. 

20. (Θεώρημα Fermat) Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σ’ ένα διάστημα Δ και xo 

εσωτερικό σημείο του Δ. Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο xo και είναι 

παραγωγίσιμη σ’ αυτό, τότε: 0( ) 0 =f x .  

Απόδειξη 

Ας υποθέσουμε ότι η f παρουσιάζει στο 
0x  τοπικό μέγιστο. Επειδή το 

0x  είναι εσωτερικό σημείο του Δ 

και η  f  παρουσιάζει σ’ αυτό τοπικό μέγιστο, υπάρχει 0δ  τέτοιο, ώστε  Δδxδx +− ),( 00   και 

)()( 0xfxf  , για κάθε ),( 00 δxδxx +− .  (1) 

Επειδή, επιπλέον, η  f  είναι παραγωγίσιμη στο 
0x , ισχύει 

0 0

0 0
0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) lim lim

− +→ →

− −
 = =

− −x x x x

f x f x f x f x
f x

x x x x
. 

Επομένως, 

• αν ),( 00 xδxx − , τότε, λόγω της (1), είναι 0

0

( ) ( )
0

−


−

f x f x

x x
, οπότε θα έχουμε 

0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim 0

−→

−
 = 

−x x

f x f x
f x

x x
 

(2) 

• αν ),( 00 δxxx + , τότε, λόγω της (1), είναι 0

0

( ) ( )
0

−


−

f x f x

x x
, οπότε θα έχουμε  

0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim 0

+→

−
 = 

−x x

f x f x
f x

x x
(3)    Έτσι , από τις (2) και (3) έχουμε 0)( 0 = xf . 

Η απόδειξη για τοπικό ελάχιστο είναι ανάλογη.       

21. Έστω μια συνάρτηση f παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα (α,β), με εξαίρεση ίσως 

ένα σημείο του ox , στο οποίο η f είναι συνεχής. 

i. Αν '( ) 0f x   στο ( ), ox  και '( ) 0f x   στο ( ),ox  , τότε το f(xo) είναι τοπικό μέγιστο 

της f. 

ii. Αν '( ) 0f x   στο ( ), ox  και '( ) 0f x   στο ( ),ox  , τότε το f(xo) είναι τοπικό ελάχι-

στο της f. 

iii. Αν η '( )f x  διατηρεί πρόσημο στο ( ) ( ), ,o ox x  , τότε το f(xo) δεν είναι τοπικό 

ακρότατο και η f είναι γνησίως μονότονη στο (α,β). 

Απόδειξη 

i. Επειδή '( ) 0f x   για κάθε ( ), ox x  και η f είναι συνεχής στο xo, η f είναι γνησίως αύξουσα στο ( , ox  

Έτσι έχουμε ( )( ) of x f x  (1), για κάθε ( , ox x . 

Επειδή ( ) 0f x   για κάθε ( ),ox x   και η f είναι συνεχής στο xo, η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  ),ox  . 

Έτσι έχουμε ( )( ) of x f x  (2), για κάθε  ),ox x  . 

Επομένως λόγω των (1) και (2), ισχύει: ( )( ) of x f x  για κάθε ( ),x   , που σημαίνει ότι το ( )of x  είναι 

μέγιστο της f στο (α,β) και άρα τοπικό μέγιστο αυτής. 
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ii. Εργαζόμαστε αναλόγως. 

iii. Έστω ότι ( ) 0f x   για κάθε ( ) ( ), ,o ox x x   . 

Επειδή η f είναι συνεχής στο xo θα είναι γνησίως αύξουσα σε κάθε ένα από τα διαστήματα ( , ox  και 

 ),ox  . Επομένως για 
1 2ox x x   ισχύει ( ) ( ) ( )1 2of x f x f x  . Άρα το ( )of x  δεν είναι τοπικό ακρότατο 

της f.  

Θα δείξουμε, τώρα ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο (α,β). Πράγματι, έστω ( )1 2, ,x x    με 
1 2x x . 

• Αν ( 1 2, , ox x x , επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο ( , ox , θα ισχύει ( ) ( )1 2f x f x . 

• Αν  )1 2, ,ox x x  , επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο  ),ox  , θα ισχύει ( ) ( )1 2f x f x . 

• Τέλος αν 
1 2ox x x  , τότε όπως είδαμε ( ) ( ) ( )1 2of x f x f x  . 

Επομένως, σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει ( ) ( )1 2f x f x , οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο (α,β). 

Ομοίως, αν ( ) 0f x   για κάθε ( ) ( ), ,o ox x x   . 

22. Έστω f  μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν F είναι μια παρά-

γουσα της f στο Δ, τότε: α) όλες οι συναρτήσεις της μορφής ( ) ( )= +G x F x c , cR, 

είναι παράγουσες της f στο Δ και β) κάθε άλλη παράγουσα G της f στο Δ παίρνει 

τη μορφή  ( ) ( )= +G x F x c ,  cR. 

Απόδειξη 

• Κάθε συνάρτηση της μορφής cxFxG += )()( , όπου c R, είναι μια παράγουσα της  f στο Δ, αφού  

)()())(()( xfxFcxFxG ==+= ,  για κάθε Δx . 

• Έστω G είναι μια άλλη παράγουσα της f στο Δ. Τότε για κάθε Δx  ισχύουν )()( xfxF =  και 

)()( xfxG = , οπότε )()( xFxG = , για κάθε Δx .  

Άρα υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε cxFxG += )()( , για κάθε Δx .     

23. (Θεμελιώδες θεώρημα ολοκληρωτικού λογισμού)Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διά-

στημα [α,β]. Αν G είναι μια παράγουσα της f στο [α,β], τότε ( ) ( ) ( )



 = − f t dt G G  

Απόδειξη 

Σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα, η συνάρτηση ( ) ( )= 
x

F x f t dt


 είναι μια παράγουσα της f  στο 

],[ βα . Επειδή και η G είναι μια παράγουσα της f στο ],[ βα , θα υπάρχει c R τέτοιο, ώστε : 

( ) ( )= +G x F x c    (1) 

Από την (1), για αx = , έχουμε ( ) ( ) ( )= + = + =G F c f t dt c c



  , οπότε ( )=c G  . 

Επομένως,  ( ) ( ) ( )= +G x F x G  ,  οπότε, για βx = , έχουμε   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + = +G F G f t dt G



     

και άρα    ( ) ( ) ( )= − f t dt G G



  .    
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Κανόνες παραγώγισης 

 
 
 

 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

( )( ) ( ) ( ) ( )


  = f x g x f x g x  

( ) ( )
 

   =   =  + ( ) ( )                                     f(x) g(x) ( ) ( ) ( ) ( )c f x c f x f x g x f x g x  

 
2

f(x) ( ) ( ) ( ) ( )

g(x) ( )


    − 

= 
 

f x g x f x g x

g x
 

( ) ( )( ) ( ) ( )


 = g f x g f x f x  

 

 

Παράγωγοι βασικών συναρτήσεων 

 

 

Παράγωγοι σύνθετων  

(c)'=0 συναρτήσεων 

(x)'=1  

( ) 1,  v− 

= v vx vx   ( )  

1
( ) ( ) ( )

−


= 
v v

f x v f x f x  

( ) 1

2


=x

x
 για κάθε x>0 ( ) ( )

( ) ,  f(x) 0
2 ( )

 
= 

f x
f x

f x
 

2

1 1

x x


 

= − 
 

 με x0 
2

1 1
f (x)

f(x) f (x)


 

= −  
 

 με f(x)0 

(ημx)'=συνx 
( )ημf(x) συνf(x) f (x)


=   

(συνx)'=−ημx ( )συνf(x) ημf(x) f (x)


= −   

( )
1

ln , 0

= x x

x
 ( )

1
ln( ( ) ( ),  ( ) 0

( )


=  f x f x f x

f x
 

( )
1

ln

=x

x
 ( )

1
ln ( ) ( )

( )


= f x f x

f x
 

( )

= = + 2

2

1
εφx 1 εφ x

συν x
 ( )

2

1
εφf(x) f (x)

συν f(x)


=   

( )
−

= = − − 2

2

1
σφx 1 σφ x

ημ x
 ( )

2

1
σφf(x) f (x)

ημ f(x)

−
=   

( )

=x xe e  ( )( ) ( ) ( )


= f x f xe e f x  

( )x xα α lnα

=  , α >0 ( )f(x) f(x)α α lnα f (x)


=   , α >0 

( )τ τ 1x τ x −

=  , τ, x>0  ( )  

τ τ 1
f(x) τ f(x) f (x), f(x) 0

−


=    
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Πίνακας αρχικών συναρτήσεων 

 

 

 

  
 

  
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Σημείωση 

Οι τύποι του πίνακα αυτού ισχύουν σε κάθε διάστημα στο οποίο οι παραστάσεις του x που εμφανίζονται 

έχουν νόημα 

 

 

Συνάρτηση f Μια αρχική της f 

( ) 0xf =  ( ) cxF = ,  c σταθερά 

( ) 1xf =  ( ) xxF =  

( ) =   ,  ν , xf x x  ( ) += 
+





11

1
F x x  

( )  =   ,  α \ 1 , 0f x x x  ( ) += 
+





11

1
F x x  

( ) =  
1

, 0 ή 0f x x x
x

 =( ) lnF x x  

( ) =f x x  ( ) =F x x  

( ) =f x x  ( ) = −F x x  

( ) =
 2

1
f x

x
 ( ) = F x x  

( ) =
2

1
f x

x
 ( ) = −F x x  

( ) xexf =  ( ) xexF =  

( ) =   , 0 1xf x  ( ) = 


1

ln

xF x  

( ) = 
1

f x ,x 0
x

  
=F(x) 2 x   
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